
Semestre 1 - Mathématiques - DS 2

Mathématiques - Devoir Surveillé 2

Vendredi 18 novembre 2016 - Durée : 2h00

Tous do
uments et appareils éle
troniques sont interdits

Toute réponse doit être rigoureusement justi�ée et une attention parti
ulière sera portée à la réda
tion et à la

présentation.

Exer
i
e 1

Résoudre dans R l'équation A sin(2t+ ϕ) = 1 ave
 A =
√
2 et ϕ =

π

4
.

On résout :

√
2 sin

(

2t+
π

4

)

= 1 ⇔ sin
(

2t +
π

4

)

=

√
2

2
,


'est-à-dire :

2t +
π

4
=

π

4
+ 2kπ⇔ t = kπ ou 2t+

π

4
=

3π

4
+ 2kπ ⇔ t =

π

4
+ kπ.

D'où

S =
{

kπ,
π

4
+ kπ ave
 k ∈ Z

}

.

Exer
i
e 2 Les questions sont toutes indépendantes.

1. Déterminer une solution parti
ulière pour 
ha
une des équations di�érentielles :

(a) y′′ − 3y′ + 2y = t− 3.

On pose yp(t) = at + b ; 
al
ulons a et b :

On dérive 2 fois : y′p(t) = a et y′′p(t) = 0,
puis on rempla
e dans l'équation : 0− 3a+ 2(at+ b) = t− 3.
Par identi�
ation : 2a = 1 et 2b− 3a = −3.

Don
 a =
1

2
et b = −3

4
.

Con
lusion : La fon
tion yp(t) =
1

2
t−3

4
est une solution parti
ulière de l'équation y′′−3y′+2y = t−3.

(b) 2y′ + 3y = sin(3t).

On pose yp(t) = a sin(3t) + b cos(3t) ; 
al
ulons a et b :

On dérive 1 fois : y′p(t) = 3a cos(3t)− 3b sin(3t),
puis on rempla
e dans l'équation : 2(3a cos(3t)− 3b sin(3t)) + 3(a sin(3t) + b cos(3t)) = sin(3t).
Par identi�
ation :

{

6a+ 3b = 0
3a− 6b = 1

On résout le système et on trouve : a =
1

15
et b = − 2

15
.
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Con
lusion : La fon
tion yp(t) =
1

15
sin(3t) − 2

15
cos(3t) est une solution parti
ulière de l'équation

2y′ + 3y = sin(3t).

(
) y′′ − 2y = e−4t
.

On pose yp(t) = ke−4t
; 
al
ulons k :

On dérive 2 fois : y′p(t) = −4ke−4t
et y′′p(t) = 16ke−4t

,

puis on rempla
e dans l'équation : 16ke−4t − 2× ke−4t = e−4t
.

Par identi�
ation : 14k = 1.

Don
 k =
1

14
.

Con
lusion : La fon
tion yp(t) =
1

14
e−4t

est une solution parti
ulière de l'équation y′′ − 2y = e−4t
.

2. La fon
tion f(x) =
x

x+ 1
est-elle solution de l'équation di�érentielle (E) ?

(1 + x)y′ + y = 1 (E)

Remarque : 
ette question est la question 1 de la feuille de soutien 7.

On 
al
ule f ′
:

f ′(x) =
(x+ 1)− x

(x+ 1)2
=

1

(x+ 1)2
.

Puis on rempla
e f et f ′
dans (1+x)f ′(x)+f(x). Après simpli�
ation, on trouve que (1+x)f ′(x)+f(x) =

1

(x+ 1)
+

x

(x+ 1)
= 1 don
 f est solution de l'équation di�érentielle.

3. (a) Déterminer une équation di�érentielle linéaire d'ordre 1 homogène dont y(t) = e−
3

4
t
est solution.

Il su�t de prendre l'équation :

y′ +
3

4
y = 0

(b) Déterminer une équation di�érentielle dont y1(t) = e−t
et y2(t) = e2t sont solutions.

Nous allons 
her
her une équation di�érentielle linéaire d'ordre 2 à 
oe�
ients 
onstants et ho-

mogène. On sait que si ∆ est positif alors les solutions sont de la forme Aer1t +Ber2t.

On peut don
 identi�er r1 = −1 et r2 = 2.
Ces 2 ra
ines sont solutions de l'équation : (r + 1)(r − 2) = 0 ⇔ r2 − r − 2 = 0.
Don
 une équation di�érentielle qui répond à la question est :

y′′ − y′ − 2y = 0

(
) Déterminer une équation di�érentielle dont y1(t) = cos(3t) et y2(t) = sin(3t) sont solutions.

Nous allons 
her
her une équation di�érentielle linéaire d'ordre 2 à 
oe�
ients 
onstants et ho-

mogène. On sait que si ∆ est négatif alors les solutions sont de la forme eαt(A cos(βt) +B sin(βt)).
On peut don
 identi�er α = 0 et β = 3. Don
 les ra
ines 
omplexes de l'équation 
ara
téristique

sont : r = 3i et r = −3i. Ces 2 ra
ines sont solutions de l'équation : r2 + 9 = 0.
Don
 une équation di�érentielle qui répond à la question est :

y′′ + 9y = 0
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Exer
i
e 3 Soit l'équation di�érentielle (E) :

y′′ + 4y = 4 cos(2t) (E)

1. Résoudre l'équation homogène asso
iée à (E).

L'équation homogène s'é
rit :

y′′ + 4y = 0 (H)

Son équation 
ara
téristique est

r2 + 4 = 0 (e.c)

On 
al
ule : ∆ = −16, don
 les solutions de (e.c) sont r1 = 2i et r2 = −2i.
On pose don
 α = Re(r1) = 0 et β = Im(r1) = 2 Don
 les solutions de (H) sont les fon
tions de la

forme :

yh(t) = eαt(A cos(βt) +B sin(βt)) = A cos(2t) +B sin(2t)

Pour tout A et B réels.

2. Est-il possible de trouver une solution parti
ulière de (E) de la forme yp(t) = a cos(2t) + b sin(2t) ?

Non, 
e n'est pas possible !

Deux manières de s'en 
onvain
re :

1) Si on 
al
ule les dérivées y′p et y
′′
p et qu'on rempla
e dans (E) alors on obtient : 0 = 4 cos(2t). On ne

peut don
 pas identi�er a et b.

2) Le se
ond membre est solution de (H). Don
 si on rempla
e dans (E) on aura né
essairement

y′′p(t) + 4yp(t) = 0 et non 4 cos(2t).

3. Montrer que la fon
tion y(t) = t sin(2t) est solution de (E).

On dérive 2 fois puis on rempla
e dans (E) :

y′(t) = sin(2t) + 2t cos(2t) et y′′(t) = 2 cos(2t) + 2 cos(2t)− 4t sin(2t)

Don
 y′′(t) + 4y(t) = 2 cos(2t) + 2 cos(2t)− 4t sin(2t) + 4t sin(2t) = 4 cos(2t).
Don
 la fon
tion est bien solution.

4. Déterminer l'ensemble des solutions de (E).

La fon
tion y(t) = t sin(2t) est une solution parti
ulière de (E), d'après la question pré
édente.

Don
 les solutions de (E) sont les fon
tions de la forme :

y(t) = yh(t) + t sin(2t) = A cos(2t) +B sin(2t) + t sin(2t)

Pour tout A et B réels.

5. Est-il possible de trouver une solution de (E) telle que y
(

π
8

)

= 0 et y′(0) = 0 ?

Oui. D'après un théorème du 
ours ; lorsque les 
onditions initiales sont de la forme : y(t0) = y0 et

y′(t1) = y1 alors il existe toujours une et une seule fon
tion solution (et don
 un unique 
ouple A et B).
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Pour se 
onvain
re on peut aussi 
al
uler A et B :

On 
al
ule au préalable la dérivée de la solution : y′(t) = −2A sin(2t) + 2B cos(2t) + sin(2t) + 2t cos(2t)
y
(

π
8

)

= 0 ⇒ A cos π
4
+B sin π

4
+ π

8
sin π

4
,

et y′(0) = 0 ⇒ −2A sin(0) + 2B cos(0) = 0.

On trouve B = 0 et A = −π

8
. Il y a don
 bien un 
ouple (et un seul) (A,B) qui permet de réaliser les


onditions initiales.

Exer
i
e 4 Soient Z1, Z2 et Z3 les nombres 
omplexes

Z1 =
√
3− i et Z2 = 3ei

π

7
et Z3 =

(

ei
π

3 − ei
π

6

) (

e−iπ
3 + e−iπ

6

)

1. Cal
uler le module et un argument de Z1.

|Z1| =
√
3 + 1 = 2 et θ1 = arg(Z1) = −π

6
(
ar cos(θ1) =

√
3

2
et sin(θ1) = −1

2
).

2. Déterminer la forme algébrique de Z3

On développe :

Z3 =
(

ei
π

3 − ei
π

6

) (

e−iπ
3 + e−iπ

6

)

= e0 + ei
π

3
−iπ

6 − ei
π

6
−iπ

3 − e0

= 1 + ei
π

6 − e−iπ
6 − 1

= ei
π

6 − e−iπ
6

On peut alors, soit é
rire les formes algébriques de ei
π

6
et e−iπ

6
: Z3 =

√
3

2
+ i

2
−

√
3

2
+ i

2
= i,

soit utiliser une formule d'Euler : Z3 = 2i× ei
π

6 − e−iπ
6

2i
= 2i sin

π

6
= i.

3. Déterminer la forme algébrique de Z2
1 .

On développe : Z2
1 = (

√
3− i)2 = 3− 2

√
3i+ i2 = 2− 2

√
3i.

4. Déterminer la forme algébrique de Z10
1 .

On ne développe pas ! On utilise la forme exponentielle de Z1 :

Z10

1 =
(√

3− i
)10

=
(

2e−iπ
6

)10

= 210e−i 10π
6

= 1024e−i 5π
3

= 1024ei
π

3

= 1024
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)

= 1024

(

1

2
+ i

√
3

2

)

= 512 + 512
√
3i

5. Cal
uler le module de Z1Z
3
2 .

On utilise les formules du 
ours sur le module :

|Z1Z
3

2 | = |Z1| × |Z2|3 = 2× 33 = 54
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6. Cal
uler un argument de

3Z1

Z2

.

On utilise les formules du 
ours sur l'argument :

arg

(

3Z1

Z2

)

= arg(3) + arg(Z1)− arg(Z2) = 0− π

6
− π

7
= −13π

42

Exer
i
e 5 Dans 
ha
un des 
as, déterminer un nombre 
omplexe qui satisfait les propriétés :

1. Re(Z1) = 6 et Arg(Z1) =
π

4

Un nombre 
omplexe a pour argument

π

4
lorsque ses parties réelle et imaginaire sont égales. Don


Z1 = 6 + 6i

2. Im(Z2) = −5 et |Z2| = 13

On 
her
he Z2 sous forme algébrique : Z2 = a+ ib. On sait que |Z2|2 = a2 + b2, don


132 = a2 + (−5)2 ⇔ a2 = 144

Don
 la partie réelle de Z2 est 12 ou -12. Les 2 réponses possibles sont

Z2 = 12− 5i et Z2 = −12− 5i

3. Im(Z3) > 7, |Z3| < 9 et Z3 n'est pas un imaginaire pur (plusieurs réponses possibles).

Graphiquement on doit 
hoisir un nombre 
omplexe qui est dans la zone :

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10−1−2−3−4−5−6−7−8−9−10

f

d1 = 15.46bZ3

On pose Z3 = 1 + 8i. On a 
lairement Im(Z3) > 7 et |Z3| =
√
65 < 9.

Remarque : il y a 8 réponses possibles à la question.

Exer
i
e 6 Montrer par ré
urren
e que pour tout entier n ≥ 1 on a :

n
∑

i=1

(4i+ 1) = n(2n + 3).

On note Pn l'égalité :

n
∑

i=1

(4i + 1) = n(2n + 3). Montrons que Pn est vraie pour tout n ∈ N
⋆
, par ré
ur-

ren
e :
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• Initialisation : Pour n = 1
1
∑

i=1

(4i+ 1) = 4× 1 + 1 = 5

et

1(2× 1 + 3) = 5

Don
 P1 est vraie.

• Hérédité : montrons que Pn ⇒ Pn+1.

On suppose que Pn est vraie :

n
∑

i=1

(4i+ 1) = n(2n + 3),

et on montre que Pn+1 est vraie :

n+1
∑

i=1

(4i+ 1) = (n+ 1)(2n+ 5).

On extrait le n+ 1-ième terme de la somme de Pn+1 puis on utilise l'hypothèse de ré
urren
e :

n+1
∑

i=1

(4i+ 1) =
n
∑

i=1

(4i+ 1) + 4(n+ 1) + 1

= n(2n + 3) + 4(n+ 1) + 1

= 2n2 + 7n+ 5

Or (n+ 1)(2n+ 5) = 2n2 + 7n+ 5 (il su�t de développer). Don
 Pn+1 est vraie.

• Con
lusion : P1 est vraie et Pn ⇒ Pn+1, don
 d'après le raisonnement par ré
urren
e : Pn est vraie pour

tout entier n ≥ 1.
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