
Semestre 1 - Mathématiques - DS 3

Mathématiques - Corre
tion devoir Surveillé 3

Vendredi 18 dé
embre 2015 - Durée : 2h00

Exer
i
e 1 Soit la fon
tion dé�nie sur R par f(t) =
√
3 cos(2t)− sin(2t).

1. É
rire f sous la forme f(t) = A cos(ωt− φ).

D'après le 
ours, on a ω = 2, A =

√

(
√
3)2 + (−1)2 = 2 et φ est dé�ni par











cos(φ) =

√
3

2

sin(φ) =
−1

2

On en déduit que φ = −π

6
et f(t) = 2 cos

(

2t+
π

6

)

.

2. Parmi les 
ourbes suivantes, dire 
elle qui est la représentation graphique de f , en justi�ant.

(a)
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1 2 3 4−1−2−34

(b)
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(
)
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−2

1 2 3 4−1−2−34

(d)
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−1

−2

1 2 3 4−1−2−34

La 
ourbe de f est la 
ourbe (
). En e�et la 
ourbe de f est en avan
e par rapport à la


ourbe de 
osinus. De plus, il y a une dilatation du temps de fa
teur 2, la fon
tion f os
ille

don
 2× plus vite que la fon
tion 
osinus.

Exer
i
e 2

1. Résoudre dans R, si possible :

(a) | −2x + 1 |= 0 ⇔ −2x+ 1 = 0 ⇔ x =
1

2
.

(b) | −2x + 1 |= −4 est impossible 
ar la fon
tion valeur absolue ne prend que des valeurs

positives.

(
) | −2x + 1 |= 4 ⇔| 2x − 1 |= 4 ⇔ 2x− 1 = 4 ou − (2x− 1) = 4 ⇔ x = −3

2
ou x =

5

2
.
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2. Soit a ∈ R. Résoudre dans R, si possible, en fon
tion des valeurs de a :

Si a < 0, | ax + 1 |= 2a est impossible 
ar une valeur absolue est toujours positive.

Si a = 0, | ax + 1 |= 2a ⇔ 1 = 0 ! Ce
i est impossible.

Supposons maintenant que a 6= 0.

| ax + 1 |= 2a ⇔ ax+ 1 = 2a ou − (ax+ 1) = 2a

⇔ x =
(2a− 1)

a
ou x = −(2a + 1)

a

Exer
i
e 3

1. Déterminer la parité des fon
tions suivantes :

(a) f(x) = cos(sin(x))

La fon
tion f est paire 
ar

f(−x) = cos(sin(−x)) = cos(− sin(x)) = cos(sin(x)) = f(x).

Nous avons utilisé le fait que la fon
tion 
osinus est paire et que la fon
tion sinus est

impaire.

(b) g(x) = x3 h(x)− x, ave
 h est une fon
tion paire.

Les fon
tions x 7→ x3
et x 7→ x sont impaires. Montrons que la fon
tion g est impaire :

g(−x) = (−x)3 h(−x)− (−x) = −x3h(x) + x = −(x3 h(x)− x) = −g(x).

2. h est une fon
tion périodique de période 4 dont la 
ourbe est :

1

2

3

−1

−2

−3

1 2 3−1−2−3−4

Déterminer les valeurs de a et b telles que k(t) = h(t + a) + b soit une fon
tion impaire.

La fon
tion k(t) = h

(

t− 1

2

)

− 3

2

onvient. Le 
ourbe de k est alors :

1

2

3

−1

−2

−3

1 2 3−1−2−3−4
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Exer
i
e 4 Tra
er les représentations graphiques des fon
tions suivantes :

1. f(x) = 2(x− 2)U(x− 2) + (6− 2x)U(x− 3)

−∞ 2 3 +∞
2(x− 2)U(x− 2) 0 0 2(x− 2) 2 2(x− 2)
(6− 2x)U(x− 3) 0 0 0 0 6− 2x

f(x) 0 0 2(x− 2) 2 2

On en déduit que la 
ourbe de f est :

1

2

3

−1

−2

1 2 3 4 5−1−2

2. g(x) = U(2x− 1) =











1 si 2x− 1 ≥ 0 ⇔ x ≥ 1

2

0 si 2x− 1 ≤ 0 ⇔ x ≤ 1

2
On en déduit que la 
ourbe de g est :

1

2

3

−1

−2

1 2 3 4 5−1−2

b

Exer
i
e 5 On 
onsidère les fon
tions f(x) = x2
, g(x) = 2x− 3 et h(x) = −x+ 1.

1. Dé
omposer u en utilisant uniquement les fon
tions f , g et h.

(a) u(x) = −2x2 + 4 = h ◦ g ◦ f(x) (b) u(x) = (2x2 − 3)2 = f ◦ g ◦ f(x)

2. Déterminer g ◦ g ◦ g.

g ◦ g ◦ g(x) = g ◦ g(2x− 3) = g(2(2x− 3)− 3) = g(4x− 9) = 2(4x− 9)− 3 = 8x− 21

3. Déterminer une fon
tion v telle que g ◦ v(x) = x.

La fon
tion v(x) =
1

2
(x+ 3) 
onvient.
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Exer
i
e 6

1. Déterminer les solutions de l'équation :

δ2 = 8 + 6i. (1)

D'après le 
ours, 
ela 
onduit au système suivant :











a2 − b2 = 8 (1)

2ab = 6 (2)

a2 + b2 = 10 (3)

On a

(1) + (2) ⇒ 2a2 = 18 ⇒ a = ±3,

(2)− (1) ⇒ 2b2 = 2 ⇒ b = ±1.

D'après (2), a et b sont de même signe. On en déduit que les solutions de (1) sont :

S = {±(3 + i)}.
2. Résoudre dans C l'équation : Z2 + (1− 3i)Z − (4 + 3i) = 0.

On 
al
ule le dis
riminant ∆ = (1−3i)2−4×1×(−(4+3i)) = 1−9−6i+16+12i = 8+6i.
D'après la question pré
édente, les ra
ines de ∆ sont ±(3+i). On en déduit que les solutions

de l'équation sont :

Z1 =
−(1− 3i) + 3 + i

2
=

2 + 4i

2
= 1 + 2i et Z2 =

−(1 − 3i)− 3− i

2
=

−4 + 2i

2
= −2 + i.

Exer
i
e 7 Est-il possible de tra
er les fon
tions suivantes sur R ? Si oui, les dessiner sur 3

périodes. Si non, expliquez pourquoi.

1.

- f1 est paire,

- f1 est périodique de période 4,

- f1(x) =

{

1 si 0 ≤ x < 1

−1 si 1 ≤ x < 2

1

2

−1

−2

1 2 3 4−1−2−3−4

2.

- f2 est paire,

- f2 est périodique de période 2,

- f2(x) = 1 si −1

2
≤ x <

1

2

Il n'est pas possible de tra
er 
ette fon
tion 
ar nous ne l'avons que sur l'intervalle

]

−1

2
,
1

2

[

qui est de longueur 1, 
e qui 
orrespond à une demi-période pour une fon
tion périodique

de période 2. En e�et, la parité ne nous permet pas d'obtenir la fon
tion sur une période

entière (
'est-à-dire sur un intervalle de longueur 2) puisque l'intervalle

]

−1

2
,
1

2

[

est déjà

symétrique par rapport à 0.
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3.

- f3 est impaire,

- f3 est périodique de période 4,

- f3(x) =

{

1 si 0 ≤ x < 1

−1 si 1 ≤ x < 2

1

2

−1

−2

1 2 3 4−1−2−3−4

Exer
i
e 8 Cal
uler les limites suivantes

1. lim
x→0

cos(x)− 1

x
On revient à la dé�nition de nombre dérivé en 0 pour la fon
tion 
osinus :

lim
x→0

cos(x)− 1

x
= lim

x→0

cos(x)− cos(0)

x− 0
= − sin(0) = 0.

2. lim
x→2

x2 + x− 6

x+ 2
Ce n'est pas une forme indéterminée puisque lim

x→2

x2+x−6 = 0 et lim
x→2

x+2 = 4.. On obtient

don
 :

lim
x→2

x2 + x− 6

x+ 2
= 0.

3. lim
x→1

2x2 − x− 1

2x− 2

C'est une forme indéterminée du type

0

0
. Fa
torisons le numérateur :

2x2 − x− 1 = 2(x− 1)

(

x+
1

2

)

.

On en déduit :

lim
x→1

2x2 − x− 1

2x− 2
= lim

x→1

2(x− 1)

(

x+
1

2

)

2(x− 1)
= lim

x→1

x+
1

2
=

3

2
.
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