
Semestre 1 - Mathématiques - DS 3

Nom : Prénom : Groupe :

Mathématiques - Devoir Surveillé 3

Vendredi 16 dé
embre 2016 - Corre
tion

Tous do
uments et appareils éle
troniques sont interdits

Toute réponse doit être rigoureusement justi�ée et une attention parti
ulière sera portée à la réda
tion et à la

présentation.

Question du DS2 : Soit Z1 =
√
3− i. Déterminer la forme algébrique de (Z1)

10
.

On ne développe pas ! On utilise la forme exponentielle de Z1 :

Z10

1 =
(√

3− i
)10

=
(

2e−iπ
6

)10

= 210e−i 10π
6

= 1024e−i 5π
3

= 1024ei
π

3

= 1024
(

cos
π

3
+ i sin

π

3

)

= 1024

(

1

2
+ i

√
3

2

)

= 512 + 512
√
3i

Exer
i
e 1 Résoudre dans C

1. Résoudre Z2 + 2iZ − 1 = 0 .

On a ∆ = (2i)2 + 4 = 0, don
 l'équation admet une unique solution : Z =
−2i

2
= −i

2. Résoudre Z2 + iZ − 1 + 18i

4
= 0 .

On a ∆ = i2 + 4×
(

1 + 18i

4

)

= 18i.

Cher
hons les ra
ines 
arrées 
omplexes de ∆ : on pose (α + iβ)2 = 18i :

(α + iβ)2 = 18i ⇔ α2 + 2iαβ − β2 = 18i

⇔







α2 − β2 = 0
2αβ = 18
α2 + β2 = 18

⇔







2α2 = 18
2αβ = 18
2β2 = 18

⇔







α = ±3
αβ > 0
β = ±3
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Don
 les ra
ines 
arrées de ∆ sont 3 + 3i et −3 − 3i.
Les solutions de l'équations sont don


Z1 =
−i− 3− 3i

2
= −3

2
− 2i

et

Z2 =
−i+ 3 + 3i

2
=

3

2
+ i

Exer
i
e 2

1. Cal
uler les limites suivantes.

(a) On enlève la forme indéterminée �

0

0
�en fa
torisant par (x− 2) :

lim
x→2

x2 − 3x+ 2

x− 2
= lim

x→2

(x− 2)(x− 1)

x− 2
= lim

x→2
x− 1 = 1

(b) Il n'y a pas de forme indéterminée (la limite est de la forme �

0

2
�), don


lim
x→1

x2 − 3x+ 2

x+ 1
= 0

(
) On enlève la forme indéterminée �

∞
∞ �en ne gardant que les mon�mes de plus haut degré :

lim
x→+∞

−3x+ 2

x+ 3
= lim

x→+∞

−3x

x
= −3

(d) On re
onnaît le 
al
ul d'un nombre dérivé :

lim
x→4

√
2x+ 1− 3

x− 4
= lim

x→4

f(x)− f(4)

x− 4
= f ′(4) =

1

3

ave
 f(x) =
√
2x+ 1 et don
 f ′(x) =

1√
2x+ 1

.

2. Les fon
tions f(x) =
1

x2 + 1
et g(x) =

1

x2 + x
sont équivalentes en +∞. En e�et

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

1

x2 + 1
1

x2 + x

= lim
x→+∞

x2 + x

x2 + 1
= lim

x→+∞

x2

x2
= 1

Exer
i
e 3 Soient les fon
tions : u(t) =
1

t + 2
, v(t) = sin(t) et w(t) = t2.

1. Déterminer f(t) = u ◦ v ◦ w(t).

f(t) = u ◦ v ◦ w(t) = 1

sin(t2 + 2

2. La fon
tion f est paire. En e�et

f(−t) =
1

sin((−t)2 + 2
=

1

sin((t)2 + 2
= f(t)
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3. La fon
tion g(t) = sin

(

1

t2 + 2

)

peut s'é
rire :

g(t) = v ◦ u ◦ w(t)

Exer
i
e 4

1. Sur le graphique 
i-dessous, on tra
e le graphe

de f(t) = 2tU(t)− (2t− 1)U(t− 1)− U(t− 2).

1

2

3

−1

−2

−3

1 2 3 4−1−2−3−4

2. Soit la fon
tion g dont le graphe est

1

2

3

−1

−2

−3

1 2 3 4 5−1−2−3−4

Une é
riture de g ave
 la fon
tion é
helon est

g(t) =

(

−1

2
t + 1

)

U(t) +
(

5

2
t− 5

)

U(t− 2) + (−2t+ 4)U(t− 3)
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Exer
i
e 5 Soit a ∈ R et soit la fon
iton

f(t) =

{

2x2 + 3x+ 2 si x > a

x2 + x+ 1 si x ≤ a

1. Déterminer a pour que f soit 
ontinue en a.

On 
al
ule les limites à gau
he et à droite de a :

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

2x2 + 3x+ 2 = 2a2 + 3a+ 2

et

lim
x→a−

f(x) = lim
x→a−

x2 + x+ 1 = a2 + a+ 1

On veut que les limites soient les mêmes. On résout don


2a2 + 3a+ 2 = a2 + a+ 1 ⇔ a2 + 2a+ 1 = 0 ⇔ a = −1

Don
 la fon
tion f est 
ontinue en a si et seulement si a = −1.

2. Pour la valeur de a déterminée à la question 1, la fon
tion f est-elle dérivable en a ?

On 
al
ule le nombre dérivé à gau
he et à droite de −1 :

lim
x→−1−

f(x)− f(−1)

x+ 1
= lim

x→−1−

2x2 + 3x+ 2− 1

x+ 1
= lim

x→−1−

(x+ 1)(2x+ 1)

x+ 1
= −1

et

lim
x→−1+

f(x)− f(−1)

x+ 1
= lim

x→−1+

x2 + x+ 1− 1

x+ 1
= lim

x→−1−

x(x+ 1)

x+ 1
= −1

Don
 f est dérivable en −1.

Exer
i
e 6 Soit la fon
tion f impaire et 4 périodique dé�nie sur ]0; 2[ par

1. Sur le graphique 
i-dessous, on a tra
é la 
ourbe de f sur ]− 5; 5[.

1

2

3

−1

−2

−3

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

2. Sur les graphiques 
i-dessous, on a tra
é les 
ourbes de g(t) = f
(

t
2
+ 1
)

et h(t) = 1

2
f (t) + 1

1

2

3

−1

−2

−3

1 2 3 4−1−2−3−4

Cg

1

2

3

−1

−2

−3

1 2 3 4−1−2−3−4

Ch
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3. Sur le graphique 
i-dessous nous avons tra
é la 
ourbe de k(t) = af(bt + c) + d. Déterminer les

valeurs de a, b, c et d.

1

2

3

−1

−2

−3

1 2 3 4−1−2−3−4

On observe que le signal k n'a pas une valeur moyenne nulle. Pour le re
entrer verti
alement il faut

remonter de 0, 5 don
 d = −1

2
.

L'amplitude du signal k est de 3, alors que l'amplitude de f est de 2. Don
 a =
3

2
.

On observe que le signal k est le signal f dé
alé vers la droite de

1

2
don
 c = −1

2
.

La période du signal k est la même que 
elle de f . Don
 b = 1.

Con
lusion :

k(t) =
3

2
f

(

t− 1

2

)

− 1

2
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