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Tout document et appareil électronique est interdit
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la rédaction et o la

présentation.

Exercice 1  Sachant que cos(2z) = 2 cos?(z) — 1, donner la valeur de cos (%)

Voir correction du DS2!

Exercice 2
Ecrire chacun des nombres complexes suivants sous forme algébrique et sous forme exponentielle :

1. Zy = (1+2i)(—2—3i) + (3+14)>
On obtient la forme algébrique en développant :

Zy = (1+42i)(=2—3i) + (3+1)?
= (1—2i)(=2—3i) + (3 +1)?
= —2-3i+4i—6+9+6i—1
= Ti

. . . . ]
Comme Z; est un imaginaire pur, sa forme exponentielle est : Z; = Te'2

1—i
2. Zy= —n—
S V3t

On obtient la forme algébrique en multipliant le numérateur et le dénominateur par le conjugué
de =3+ :

1—1 X—\/§—z
—V3+i  —V3+i
V3 —i+iv3-1
1
—V3—-1 —1+3
1 Ty

4y =

Pour obtenir la forme exponentielle, on détermine d’abord le module et un argument de Z, :

|1 — V2 . , T 5T 137
Ty = —— 1 Y2 e 7,) = 1—4) — _ — - _ 22 _ 27
| Zs| At 5 © arg(Zy) = arg(1 — i) — arg(—v/3 + 1) 16 D

137w
V2 —i

Donc la forme exponentielle est : Zy = e 12

us

3. Z3=2—¢€"43e"2 + 37’2
On obtient la forme algébrique en utilisant la forme trigonométrique de chaque nombre complexe
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écrit sous forme exponentielle :

Zy = 2—¢€"+3e'2 +3e7'2
= 2—(-1)+3xi+3x(—9)
= 3

Comme Zs est un réel positif, sa forme exponentielle est :Z5 = 3¢ = 3.

4. Zy= (5+5V3i)".
On détermine d’abord la forme exponentielle de :5 + 5v/3i = 5(1 ++/3i) = 5 x 2¢'5. On en déduit
que la forme exponentielle de Z, est

Zy = (10'5)" = 1000¢™™

Et donc que la forme algébrique est : Z, = —1000.

Exercice 3
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

1. Ecrire les sommes suivantes avec un signe Sigma :

(a) Sy =14+44+9+16+.. +625— K

1 1 1
b) Sy ==+ =+= — =
(b) S sty Tzt Tg Zk12k+1

2. On considére la propriété Pn :

1
S
— k(k+1) n+1

(a) Vérifier que P;, P, et P3 sont vraies.

X 1 1 1 11 _
Pourn=1:%,_, Rt D) 1(1 Y =3 et 1 — 1= 3% Donc P, est vraie.
1 1 1 402 1 2

Pour n =2 : — o4 = —Zet1-—— =2 Donc P est vraie.
ourn=2: 3 Rkt D) 2 22+1) 6 3% Tagy 3 ronefrestyiie
p 3.3 ! 2t Y 3 o 3 Done Py est vrai

r — —— — _ - _ — = —, n raile.
ourn = gkt 1) 3 3(B+1) 12 40T 341 g o onelsesviae

(b) Démontrer, par récurrence, que P, est vraie pour tout n € N*.
Initialisation : P; est vraie, d’aprés la question précédente.

Hérédité : Supposons que P, @ > 0, k: soit vraie pour un certain entier n.

=1 —
k(k+1) n+1
1

Montrons alors que P, 41 : 222 m =1

est vraile.
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“h(k+1)  k(k+1) (n+1)(n+2)
b 1
N n+1 (n+1)(n+2)
n -+ 2 1
— 1- +
n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
- 14 —n—24+1
N (n+1)(n+2)
~ 14 —n—1
N (n+1)(n+2)
n+1
= ]_—
(n+1)(n+2)
B B 1
N n+ 2

Conclusion : P; est vraie et P, = P,.; donc, par récurrence, P, est vraie pour tout entier
n>1.

Exercice 4
Répondre par Vrai ou Faux en justifiant :

1. Il n’existe pas de nombre complexe z tel que : 7 = 2. FAUX .
Contre-exemple : z = 2.

2. Pour tout complexe z on a arg(iz) = arg(z) + 7. FAUX .
Contre-exemple : 2 =2 : arg(2i) = § # 0+ 7.

3. VeeZ,JyeZtq xxy>1FAUX .
Contre-exemple : x = 0. Il n’existe pas de y € Z tel que x x y > 1.

4. VeeNetVyeNona:z#1louy#1=2y#1.VRAI.
Ecrivons la contraposée de la propriété :

VieNetVyeNomazy=1=z=1ety=1

Or un produit de nombre entier est égal & 1 implique effectivement que les deux nombres sont
égaux a 1. La contraposée est vraie donc la propriété est vraie.
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Exercice 5
Les questions suivantes sont indépendantes :

1. Sur le graphique ci-dessous, le point M est le point d’affixe Z. Placer précsément (en justifiant la

— 1
démarche) les points d’affixe : Z, i x Z et —5 % Z.

A

14
3 A °
A
2 .
ey
° 1 4
-3 —2 -1 1 2 3 4
—1
—2 .
M
-3

Le point d’affixe Z est le symétrique de M par rapport a I'axe des abscisses.
Le point d’affixe ¢Z s’obtient en faisant une rotation de centre O et de 90°. En effet, le module de
17 est le méme que celui de Z et argument de ¢Z est celui de Z plus 3.

1
Le point d’affixe —§Z est le point d’affixe —3 + 4 (car Z = 3 — 24).

2. Linéariser, en utilisant les formules d’Euler, la fonction f(t) = sin(2t) sin(3t).

f(t) = sin(2t)sin(3t)
2t _ o2t it _ =it
= ; X ;
2 2
e5it _ =it 4 =Bt _ it
—4
EBit | o=bit =it _ it
—4 * —4
] ¢Pit 4 it ) 1eit 1 it
2 2 2 2
— 1
= 5 cos(bt) + 3 cos(t)

3
3. Donner la forme algébrique de Zg, sachant que Zm(Zg) = —3 et que arg(Zs) = T

Le seul nombre complexe qui satisfait les 2 propriétés est Zg = —3 — 3u.
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