
Semestre 1 - Mathématiques - DS 2

Nom : Prénom : Groupe :

Mathématiques - Devoir Surveillé 4

Vendredi 22 dé
embre 2017 - Durée : 1h15

Tous do
uments et appareils éle
troniques sont interdits

Toute réponse doit être rigoureusement justi�ée et une attention parti
ulière sera portée à la réda
tion et à la

présentation.

Exer
i
e 1

1. Mettre les nombres 
omplexes sous forme exponentielle :

(a) Z1 =
1− i

1 + i
√
3
=

√
2e−iπ

4

2ei
π

3

=

√
2

2
e−i 7π

12
.

(b) Z2 = −Z1 = −1 ×
√
2

2
ei

7π

12 = eiπ ×
√
2

2
ei

7π

12 =

√
2

2
ei

19π

12

2. Mettre les nombres 
omplexes sous forme algébrique

(a) Z3 = (2− i)(3 + 2i)2 = (2− i)(9 + 12i− 4) = (2− i)(5 + 12i) = 10 + 12− 5i+ 24i = 22 + 19i

(b) Z4 =
7− 4i

5 + 11i
=

(7− 4i)(5− 11i)

(5 + 11i)(5− 11i)
=

35− 20i− 77i− 44

25 + 121
=

−9 − 97i

146
= − 9

146
− 97

146
i

Exer
i
e 2 Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

1. Dire si l'équivalen
e suivante est vraie ou fausse :

√
x− 1 ∼

1
x− 1

On 
al
ule la limite

lim
x→1

√
x− 1

x− 1
= lim

x→1

f(x)− 1

x− 1
= f ′(1)

=
1

2
√
1

=
1

2

ave
 f(x) =
√
x et don
 f ′(x) =

1

2
√
x
.

Con
lusion : Comme la limite du quotient ne fait pas 1, l'équivalen
e et fausse.

2. Cal
uler les limites suivantes :

(a) lim
t→3

t2 − 2t− 3

2t2 − 18
= lim

t→3

(t− 3)(t+ 1)

(t− 3)(2t+ 6)
= lim

t→3

t + 1

2t+ 6
=

1

3
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(b) lim
t→+∞

t2 − 2t− 3

2t2 − 18
= lim

t→+∞

t2

2t2
=

1

2

(
) lim
t→+∞

t2 − 2t− 3

et−5
= 0 par 
roissan
es 
omparées.

Exer
i
e 3 Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

1. Tra
er le plus pré
isément possible, le graphe de la fon
tion

f(t) = tU(t) + (3− 3t)U(t− 1) + (3t− 6)U(t− 2) + (3− t)U(t− 3)

On a

f(t) =























0 si t < 0
t si t ∈ [0; 1[

−2t+ 3 si t ∈ [1; 2[
t− 3 si t ∈ [2; 3[
0 si t ≥ 3

Don


0.5

1.0

−0.5

−1.0

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5−0.5−1.0−1.5

2. Soit la fon
tion g dont la 
ourbe est

0.5

1.0

−0.5

−1.0

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5−0.5−1.0−1.5−2.0−2.5

Déterminer une é
riture de la fon
tion g en utilisant la fon
tion é
helon.

On identi�e que

g(t) =















0 si t < −2
1

2
t + 1 si t ∈ [−2; 0[

2t− 1 si t ∈ [0; 1[
1 si t ≥ 2

Don


g(t) =

(

1

2
t + 1

)

U(t + 2) +

(

3

2
t− 2

)

U(t) + (−2t+ 2)U(t− 1)

Exer
i
e 4
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Soit a ∈ R et soit la fon
tion f dé�nie sur R par

f(t) =

{

t2 − a si t < 1
−(t− a)2 si t ≥ 1

1. Déterminer les 2 valeurs de a pour lesquelles f est 
ontinue en 1. Il faut que la limite à gau
he et la

limite à droite en 1 de f soient égales. Don
 on résout

1− a = −(1 − a)2

On développe et on trouve 2 solutions : a = 1 et a = 2.

2. Pour a = 2, la fon
tion f est-elle dérivable en 1 ? Pour a = 2 la fon
tion est 
ontinue, il est don


pertinent de se demander si elle est dérivable.

Il faut que le nombre dérivé à gau
he en 1 soit égal au nombre dérivé à droite.

lim
t→1−

f(t)− f(1)

t− 1
= lim

t→1−

t2 − 2− (−1)

t− 1
= lim

t→1−

t2 − 1

t− 1
= lim

t→1−

(t− 1)(t+ 1)

t− 1
= lim

t→1−
t+ 1 = 2

et

lim
t→1+

f(t)− f(1)

t− 1
= lim

t→1+

−(t− 2)2 − (−1)

t− 1
= lim

t→1+

−t2 + 4t− 3

t− 1
= lim

t→1+

(t− 1)(−t+ 3)

t− 1
= lim

t→1+
−t+3 = 2

Don
 f est dérivable en 1.

Exer
i
e 5 Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes.

1. Soit la fon
tion f1(t) = t2 − 3.

(a) Déterminer f1 (]2; 4]) et f1 (]− 2; 3[).
On 
her
he l'ensemble image de ]2; 4] par la fon
tion f1. Sur 
et intervalle la fon
tion est 
roissante

don
 :

f1 (]2; 4]) =]f1(2); f1(4)] =]1; 13]

On 
her
he l'ensemble image de ]− 2; 3] par la fon
tion f1. Sur 
et intervalle la fon
tion atteint son

minimum en 0 : f1(0) = −3 et 
omme f1(3) = 6 est stri
tement supérieur à f1(−2) on a

f1 (]− 2; 3[) = [−3; 6[

(b) Déterminer la fon
tion k(t) telle que pour tout t > 0 on a k ◦ f1(t) = t.
On pose k(t)

√
t + 3. Véri�
ation

k ◦ f1(t) =
√

f1(t) + 3 =
√
t2 − 3 + 3 =

√
t2 = |t|

Et don
, pour t < 0 on a bien k ◦ f1(t) = t.

2. Soient les fon
tions u, v et w suivantes :

u(t) = t− 5, v(t) = t2 et w(t) = 2t+ 3

Dé
omposer f2(t) = 2t2 − 7 
omme 
omposée de 3 fon
tions en utilisant les fon
tions u, v et w.
On a

f2(t) = 2(t2 − 5) + 3 = w ◦ u ◦ v(t)

3. Soient les fon
tions f , g et h dé�nies sur Df = [−5; 1], Dg = [−2; 2] et Dh = [−4; 2] et dont les 
ourbes
représentatives sont
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1

2

−1

−2

−3

−4

1 2 3−1−2−3−4−5−6

Cf est en bleue, Cg est en rouge, Ch est en noire.

(a) Est-il possible de 
al
uler f ◦ g(t) pour toute valeur t de Dg ?

NON ! Pour t = 1 (par exemple) on a g(1) = 2. Et don
 g(1) /∈ Df . Don
 f ◦ g(1) n'est pas dé�ni.
(b) Déterminer les valeurs de f ◦ h(−2) et f ◦ h(2).

On 
ommen
e par lire les valeurs de h : h(−2) = 0 don


f ◦ h(−2) = f(0) = −1

et, h(2) = −2 don


f ◦ h(2) = f(−2) = −3
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