6 NOMBRES COMPLEXES

6 Nombres Complexes

6.1 Forme algébrique

Définition 1 (NOMBRES COMPLEXES).

On note 1 le nombre imaginaire tel que :
2
1P =—1

On note C l’ensemble des nombres dit complexes, qui s’écrivent :
z=a+1b
oua € R etbeR. On peut aussi écrire :
C={a+ib|aeR, beR}
Remarque.

> R est inclus dans C, ce qui s’écrit : R C C

> Stz =ib avec b € R alors z est un imaginaire pur

Exemple 2.
>243ieC > 32i € C (imaginaire pur)
>i—1eC > 4 e C (réel)

Définition 3 (PARTIE REELLE, PARTIE IMAGINAIRE ET FORME ALGEBRIQUE).
Soit z =a+1b e C.

> a est appelé partie réelle de z et notée Re(z)
> b est appelé partie imaginaire de z et notée Jm(z)

> a4 ib est appelé forme algébrique de z

Remarque.
La forme algébrique d’un nombre complexe est unique. On en déduit donc que deux nombres complexes
sont égaux si et seulement si ils ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire.

Proposition 4.
Soient z1 € C et 2 € C.

1.21-'-226@ 3.21X22€C
<1
2. VAeR, Az eC 4-Z—2€Cavec22#0

Proposition 5 (REGLES DE CALCUL).
Soient z1=a1+1b € C et 2o = Qg + iby. On a:

21+ 29 = (a1 + CLQ) + ’l(bl + bg)

et
2129 = (alag — blbg) + i(albg + agbl)
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6.2 Conjugué

6 NOMBRES COMPLEXES

Exemple 6.

> (1+4d)+(2—3i) =3—2i

> i(344i) = —4+3i

> (1+2))(2+i)=2+i+4i—2=05
Proposition 7 (IDENTITES REMARQUABLES).
Soienta € R etbeR. On a :

1. (a+ib)?* = a* — b* + 2iab

2. (a —ib)? = a® — b* — 2iab

3. (a+ib)(a —ib) = a* + b?

6.2 Conjugué

Définition 8 (CONJUGUE).
Soit z = a +1b € C. On note Z le conjugué de z, défini par :

Z=a—1b
Exemple 9.
>24+3i=2—23i > 321 = —32i
>1—1=—1—1 > 4=4

Proposition 10.
Soit z€ C. On a :

> 2 =Z<& 2 € R est un réel
> z=—Z < 2z €1R est un imaginaire pur
> z=2Z

Proposition 11.

Soitz=a+ibeC. Ona:
2z = (a +ib)(a — ib) = a* + b*

Méthode .
Pour mettre un quotient de nombres complexes “L sous forme algébrique, on multiplie en haut et en bas
)
par zs.
Exemple 12.
2+ 3
Mettre z = 1+ ,Z sous forme algébrique.
—1
. 243 (2430144 24+2+3i—-3
o 1-i (-9 46) 14di—i+l1
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6.3 Interprétation géométrique 6 NOMBRES COMPLEXES

Proposition 13 (PROPRIETES DU CONJUGUE).
Sotent z; € C et zp € C.

1. 21+ 2=21+2 1
21+ 2 =21 + 22 9 (ﬁ) :g avec 2 # 0
z9 z9
2 =7 X 2 4. 2% = (z1)" pour tout n € Z

6.3 Interprétation géométrique

-
On munit R? d’un repére orthonormé (O, 1, ] )

Définition 14 (IMAGE ET AFFIXE).
Soit z = a + ib € C. Le nombre compleze z est représenté par le point M de R* de coordonnées (a,b).
On dit que M est I'image de z et que z est [’affixe de M.

Exemple 15.
A
B > 21 =141 est laffive de M,
My
Sl > z9 =4+ 3¢ est laffize de M,
M,
3 ............... . ................
' > z3 =7 est Uaffize de M3
2<- .............................
M > z4 = 41 est Uaffixe de My
- M
J L My
> : : : : . ° . >
O ©v 1 2 3 4 5 6 7 8

Définition 16 (MODULE ET ARGUMENT).
Soit z =a+1b e C.

> On appelle module de z LA valeur notée |z| € Ry définie par :
|z| =V2Zz =Va? + b =0M

ot O est l'origine du repére et M [affize de z
> On appelle argument de z UNE valeur notée arg(z) € R définie par :

A
arg(z) = (?,O—]\>4> bl ___ M
ou encore !
a 2 |
cos(arg(z)) = % 7 are(2) |
> ! »
sin(arg(z)) = B ol 77 ' " a ~
z
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6.4 Forme trigonométrique

6 NOMBRES COMPLEXES

Exemple 17.
Soit z =2 — 2i.
> Le conjugué de z est Z =2+ 24
> Le module de z est |z| = Va® + b2 = /22 + 22 = 22

> L’argument de z est tel que :

cos(arg(z)) = % = % = g

: b -2 V2

sin(arg(z)) = B = 55 =5
Donc arg(z) = —%

> Le module de Z est |Z| = Va2 + b2 = |z| = 2v/2

> L’argument de Z est tel que :

cos(arg(z = —— = —
(r8(2)) =57 i
. _ 2 2
sin(arg(z = ==

(g(?) =35 =5

Donc arg(z) = %
On peut retrouver toutes ces informations graphiquement.
A

........... 3 B
M(z)

........... 2 4 . . . « . 8 o o e

2V/2. iy
........... 1 , PR e e e e
j‘ -\ 4.
3y 1 O\ ’1 2 3 :
LN LT
2V2IN\ 4
: M(z)
N T Lo
_.3 4

Proposition 18.
Soit z€ C. On a :
|2l =0 2=0

6.4 Forme trigonométrique

Proposition 19.
Soit z € C tel que z = a +1b. z peut s’écrire sous la forme :

z = r(cos(f) +isin(0))

our = |z| et @ = arg(z) [2n]. Cette forme est appelée forme trigonométrique.
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6.5 Forme exponentielle 6 NOMBRES COMPLEXES

Meéthode

Pour mettre un nombre complexe z = a + b sous forme trigonométrique,

1. On calcule le module de z : |z]| = Va? + b?

cos(arg(z)) =

2. On cherche 'argument de z : 2

sin(arg(z)) = Tl
3. On conclue : z = |2| (cos(arg(z)) + isin(arg(z)))

Exemple 20.
Soit z = 1+ iV/3. Mettre z sous forme trigonométrique.

1. On calcule le module de |z| :
ol =12+ (VB =2
2. On cherche l’argument de z :

cos(arg(z)) =

sin(arg(z)) =

&
[\
w

donc arg(z) = g [27]

3. On conclue :

=2 (3) +ion (3)

6.5 Forme exponentielle

Proposition 21.
Soit z € C tel que z = a +1b. z peut s’écrire sous la forme :

2 = re

our =|z| et @ = arg(z) [2n]. Cette forme est appelée forme exponentielle.

Exemple 22.
Soit z = 1+ iv/3. Mettre z sous forme exponentielle.
On utilise la méme méthode que pour mettre sous forme trigonométrique mais on change la conclusion.

1. On calcule le module de z : |z| =2

2. On cherche l'argument de z : arg(z) = g [27]
3. On conclue : /
2 =23
6.6 Propriétés
Théoréme 23 (FORMULES D’EULER).
Soit € R, on a :
0 —if i _ —if
cos(f) = cre g sin(f) = c-°

2
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6.7 Equations a coefficients complexes 6 NOMBRES COMPLEXES

Remarque.
Les formules d’Euler permettent notamment de linéariser des expressions de la forme cos™(z) ou sin™(z)
avec n € Z un entier.

Exemple 24.
Linéariser sin(3z) cos®(x). On utilise les formules d’Euler :

= X

13z i3z T —iz\ 2 i3 —i3z T —iz\2
. - + et — e’ +
sin(3z) cos?(z) = < 2,6 X (e ¢ ) ¢ ( ")
1

2 21 4

_ (6i3m _ 6—i3x)(ei2x + 2eim6—im + 6—i2x)
B 8i
B (ei?):c _ e—i3x)(ei2x + 2 + e—iZ:c)
B 8i
_ 6i5m + 2ei3x + 62'32 _ e—ix _ 2e—i3m _ 6—i5x
B 8i
B (ein _ e—in) + 2(€i3x _ e—i3x) + (eix _ e—i:c)
B 8i
_ 2isin(5z) 4 2 x 2isin(3x) + 2isin(x)
B 8i
_ sin(5x) + 2sin(3z) + sin(z)

4

Proposition 25 (PROPRIETES DU MODULE).
Soient z1 € C et 2 € C.

1. |z129| = 21| X |22] 4. |27 = |z1|" pour tout n € Z
z 2
2. |2 :M avec zo # 0 5 |z =z
Z9 |22|
3. [z1] = |=| 6. |21 + 22| < |z1| + |22| (Inégalité triangulaire)

Proposition 26 (PROPRIETES DE L’ARGUMENT).
Sotent z1 € C et zp € C.

1. arg(zr) = —arg(z1) [27] . ar <ﬂ) = arg(z1) —arg(z2) (27| avec 2o # 0
2. arg(—z) = arg(z1) + 7 [27] 4. arg 2 arg (1) —arg(z) (2] av 7
3. arg(z122) = arg(z1) + arg(za) [27] 5. arg(z]) = narg(z1) 27| pour tout n € Z

6.7 Equations a coefficients complexes

On cherche a résoudre 1’équation :
az? +bz+c=0

ona€eC,beCetceC.
Mais si A € C\R alors VA n’a pas de sens...
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6.7 Equations a coefficients complexes 6 NOMBRES COMPLEXES

Définition 27 (RACINE CARREE D'UN COMPLEXE).
Soit z = a + 1b € C. On appelle racine carrée de z les nombres complexes Z tels que :

7% =2

Meéthode

Pour trouver les racines carrées d’'un nombre complexe,
1. On pose Z = a +1if3

2. On développe Z% = (a +i3)?
7% =o? — %+ 2iaf

3. On identifie les parties réelles, les parties imaginaires et les modules de Z? et z

7’=2 & o*-B*+2iaf=a+ib

d’ou
Re(Z%) = Re(2) -3 =
Jm(Z?) = Jm(z) < <28 = b
2 = |4 A+ 5 = Va2

4. On trouve « et § (et donc Z = o + if3) en résolvant ce dernier systéme

Remarque.
Il ne faut pas écrire vV a + b, cela n’a pas de sens!

Exemple 28.

Trouver les racines carrées de z =1+ 1.
1. On cherche Z = a +if3 tel que Z° = 2
2. On a alors Z* = o — 5% + 2iaf3

3. En identifiant les parties réelles, les parties imaginaires et les modules, on trouve le systéeme suivant :

Z’=z2 & o —-pB*+2aBf=1+i

(02— 32 = 1 (E1)

& 208 = 1 (E2)
?+ 8 = V2 (EB3)
(202 = 14+V2  (E1)+ (E3)

o 123 = V2-1 (E3)-(E1)
\aﬁ = % (E2)

(2 _ 142

2

V2 -1

= 52 — 5
1
S
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6.7 Equations a coefficients complexes 6 NOMBRES COMPLEXES

1 2 2—-1 1
4. Donc a = =+ +2\/_ et ==+ \/_2 or aff = 5 > 0 donc «a et B sont de méme signe.

Donc les racines carrées de z =1+ 1 sont :

[1+v2 ,  [V2-1
le B +1 5
1+v2 [vV2-1
ZQI— —1
2 2
Proposition 29.

Soienta € C*, b€ C et c € C. On pose A = b* — dac. L’équation du second degré,

a?+bz+c¢=0

admet pour solution(s) :
> SiAeER et A>0,

~b+VA ~b—+VA
Hn=———=t PH=——"—
2a 2a
> SiAeER et A=0,
—b
Zo—%
> SiAeER et A<O,
—b+iy/[A] —b—i/A]
H=——""—— €t 1p=—-—""—
2a 2a
> Si A e C\R,
—b+0 —b—9
zZ1 = et z9 =
2a 2a

ot 0 € C est une racine carrée de A

Exemple 30.

1. Résoudre 2> +32—4=0
A=9+16=25>0

Les solutions sont :
=345

—3-5
Z1 = :1 et 29 = :—4

2 2

2. Résoudre 2> —62+9 =10
A=36—-36=0

La solution est :
6
20 = 5 =3
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6.7 Equations a coefficients complexes 6 NOMBRES COMPLEXES

3. Résoudre 2> +4z+5=0
A=16—20=—4 =1 x 2% = (2)?

Les solutions sont :

449 o o 49
= — 17 € Zo —
9 2 9

21 =

4. Résoudre 2° + (1 +1i)z+2i =0
A= (1+14)?—8i=2i—8 =—6i
On cherche alors § € C tel que §° = —6i

(a) On pose 6 = a+if
(b) On a alors §* = o* — B* + 2iaf3
(c) En identifiant les parties réelles, les parties imaginaires et les modules, on trouve le systéme

sutvant :

P =—-6i < o—p*+2iaB=—6i

(0?2 -2 = 0 (E1)
& {208 = —6 (E2)
&>+ = 6 (E3)
(20> = 6 (E1)+(E3)
& 28 = 6  (E3)—(E1)
laf = =3 (E2)
’042 _
& g2 = 3
laf = =3

(d) Donc o = V3 et f = £V3 or af = —=3 < 0 donc « et B sont de signes opposés. On en

déduit donc que
51 :\/g—’l 3 et 52 = —\/§+Z\/§
sont des racines carrées de A = —061.
(e) On choisit 6 = /3 —iV3

Les solutions sont :
(1+9)+vV3—iv3 V3-1-i(V3+1)
2 N 2

—(1+4)— (V3-iv3)  —(V3+1)+i(v3-1)

Z2: =

2 2

21 =

et
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