FICHE EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1 Meéthode pour résoudre une équation différentielle & coeffi-
cients constants

On veut résoudre I'équation différentielle a coefficients constants :

ay'(t) + by(t) = (1) (E)

Pour cela, on applique la méthode suivante :

1. On résout ’équation homogeéne associée L’équation homogéne associée a (E) s’écrit :
ay'(t) + by(t) =0 (EHA)
Les solutions de (EHA) sont de la forme :
_by
yu(t) = ke e

pour tout ¢t € R et pour tout k € R.

2. On cherche une solution particuliére Pour trouver une solution particuliére de I’équation (E),
on procéde comme suit :

(a) On détermine la forme de la solution particuliére

Pour trouver la forme de la solution particuliére, on imite le second membre ¢(t). On trouve
la forme de la solution particuliére grace au tableau suivant :

Forme du second membre Forme de la solution particuliére Exemple
c(t) yp(t)
Sic(t) =4
¢(t) = constante yp(t) = « On pose yp(t) = «
On cherche «
Sic(t)=3t—2
¢(t) = polynéme de degré 1 yp(t) =at+ On pose yp(t) = at +

On cherche « et

Siclt)=t"—2t+1

c(t) = polynéme de degré 2 yp(t) = at? + Bt + On pose yp(t) = at® + Bt + v
On cherche a, [ et v
Fonction exponentielle Si c(t) = e*
c(t) = e yp(t) = ae’ On pose yp(t) = ae*
On cherche o
Fonctions trigo Si ¢(t) = sin(3t)
¢(t) = cos(wt) ou yp(t) = acos(wt) + Bsin(wt) | On pose yp(t) = acos(3t) + B sin(3t)
c(t) = sin(wt) On cherche o et g
Solution de (EHA) Si (E) : 5y +2y = e 5"
c(t) = e al yp(t) = ate”at On pose yp(t) = ate™3!

On cherche «
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(b) On dérive yp

(¢) On remplace dans l’équation (E)y' par yp ety par yp
On a donc ’équation :
ayp(t) + byp = c(t)

On remplace alors yp(t) et yp(t) par leur expression trouvée aux étapes précédentes et on
simplifie au maximum (par exemple on regroupe les t?, les t et les constantes si on a un po-
lynéme, ou on regroupe les cos, les sin ou les exponentielles).

(d) On identifie les coefficients
On obtient une équation dont I'inconnue est o ou un systéme d’équations dont les inconnues
sont «, B (éventuellement 7).

(e) On résout I’équation ou le systeme d’équations
On trouve le(s) coefficient(s) «, (8, 7).

(f) On donne la solution particuliére

On réécrit la forme de yp et on remplace le(s) coefficient(s) «, (8, ) par les valeurs trouvées
a ’étape précédentes.

3. On donne la forme générale des solutions Les solutions de (E) sont de la forme :

y(t) = yu(t) + yr(t)
On remplace alors yg(t) et yp(t) par leur expression et on a trouvé une infinité de solutions.
4. On prend en compte la condition initiale Si I’énoncé donne 1'équation (E) et une condition

initiale y(t9) = yo, on calcule y(to) ot y est de la forme trouvée a I’étape précédente et on cherche
la valeur de la constante k pour avoir y(ty) = yo.

5. On conclue On réécrit la forme de la solution en remplacant la constante k& par sa valeur. On a
alors trouvé 'unique solution.
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2 Meéthode pour résoudre une équation différentielle homogéne
a coefficients non constants

On veut résoudre I'équation différentielle a coefficients constants :
a(t)y'(t) + b(t)y(t) =0 (EH)

Pour cela on applique la méthode suivante :

1. On cherche les valeurs de ¢ o a(t) = 0 On appelle D I’ensemble des valeurs de ¢ telles que
a(t) # 0. (Il s’agit donc de R privé des valeurs trouvées.)

2. On donne la forme des solutions de (EH) Les solutions de (EH) sont de la forme :
y(t) = ke "0

b(t)

b(t
pour tout t € D et pour tout k € R ou F(t) = / ——~ est une primitive de f(t) = bt

a(t) a(t)

3. On cherche ’expression de F(t) Pour trouver l'expression de F'(t), il faut écrire I'expression de

b(t)

f(t) = W et trouver une primitive en utilisant les primitives usuelles.
a

4. On simplifie au maximum la forme des solutions On remplace F'(t) par son expression dans
la forme générale des solutions y(t) = ke "® et on simplifie au maximum 'expression. En particu-
lier, on simplifie les expressions de la forme « exponentielle de logarithme » (eln(t) = t) en utilisant
les propriétés de la fonction exponentielle (e = e%e?, ™ = —, e® = (e*)b).

e

5. On prend en compte la condition initiale Si I’énoncé donne ’équation (EH) et une condition
initiale y(tg) = yo, on calcule y(ty) ot y est de la forme trouvée a I’étape précédente et on cherche
la valeur de la constante k pour avoir y(ty) = -

6. On conclue On réécrit la forme de la solution en remplacant la constante k par sa valeur. On a
alors trouvé 1'unique solution.
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