3 TRIGONOMETRIE

3 Trigonométrie
Pour tout le chapitre, on munit le plan d’un repére orthonormé (O, 7, 7).

3.1 Le cercle trigonométrique

Définition 1 (CERCLE TRIGONOMETRIQUE).

On appelle cercle trigonométrique le cercle de centre O, de rayon 1, orienté dans le « sens direct » (sens
contraire des aiguilles d’une montre) dit aussi « sens trigonométrique ».

O\

Q

)

Définition 2 (ARC ET ANGLE ORIENTE, RADIAN).
Soit M un point du cercle trigonométrique et soit I le point de coordonnées (1,0). On note :

5%
> IM [’arc de cercle orienté allant de I a M sur le cercle dans le sens trigonométrique,

— o
> (7), OM) [’angle orienté entre les vecteurs 7 et OM.

H 5%
Et on appelle mesure de l’angle (7, OM) en radians, la longueur de l'arc IM .

A

c M__

\]
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3.1 Le cercle trigonométrique 3 TRIGONOMETRIE

Exemple 3.
Sachant que le cercle trigonométrique est de rayon 1, son périmetre vaut 2w et on peut donc aisément
déterminer les angles orientés définis par les points My, My, Mz, My, Ms et Mg :

AN,

On obtient :

> (7.008,) =0 » (7.00L,) -
> (7,000

il
4

Définition 4 (EGALITE MODULO 27).
Soient 0 et 05 deuxr angles orientés et soient My et My deux points du cercle trigonométrique tels que

0, = (7,(W1> et 0y = (7,(%) On a alors

M et My sont confondus < il existe k € Z tel que 61 = 0y + k X 27

On dit alors que 0y et Oy sont égaux modulo 27 et on note 6, = Oy [27].

Exemple 5.
> 51 =7+ 4w donc b = 7 27|
3m ™ 3m ™
> = —5—1—2% donc -5 =% [27]
19 19
> TW:%+67T donc%:g [27]

Définition 6 (MESURE PRINCIPALE).
Soit # € R un angle. On appelle mesure principale de 0, la valeur 0’ telle que

0=0"[2r] et O € —m;7
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3.2 Les fonctions trigonométriques 3 TRIGONOMETRIE

Exemple 7.
> 7 est la mesure principale de 5w

T o 37
> —5 est la mesure principale de >

m o 197
> 3 est la mesure principale de e

3.2 Les fonctions trigonométriques

Définition 8 (COSINUS, SINUS ET TANGENTE).
M

Soit 6 € R un angle et soit M le point du cercle trigonométrique tel que <7, @) ) =60. On appelle :

> cosinus de 0, la valeur notée cos(0) égale a l’abscisse de M

> sinus de 6, la valeur notée sin(0) égale a l'ordonnée de M
sin(0)

os(0)

> tangente de 0, la valeur notée tan(0) égale a , lorsque cette valeur existe.

3

N sin(6
N

Proposition 9. On peut aisément calculer les valeurs suivantes de cosinus, sinus et tangente.

\]

coé(@)

|
—t—

ABEBHEE
cos(f) | 1 ? g 1 0| -1
sin(f) | 0 L g ? 110
tan(f) | 0 ? 1 | V3]oc| 0
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3.3 Formulaire 3 TRIGONOMETRIE

La proposition suivante, qui se démontre a l’aide du théoréme de Thales, rend possible la lecture des
valeurs de tangente sur le cercle trigonométrique.

Proposition 10.
—
M

Soit 0 € R un angle et soit M le point du cercle trigonométrique tel que (_z),O ) =460. On note T le

point d’intersection entre (OM) et la tangente au cercle en I.
La valeur de tan(0) est égale a l’ordonnée de T

3>
>

Les valeurs de tangente se lisent donc sur une des tangentes au cercle... d’ou le nom de la fonction !

™
Remarque. Pour un angle 6§ € }O; 5 [, les définitions précédentes sont cohérentes avec celles vues au

collége. Pour rappel : dans un triangle ABC' rectangle en A :

~ hypoténuse  BC'

o (B) adjacent  AB sin (B) 0pposé AC tom (B) __opposé AC

- hypoténuse ~ BC’ adjacent  AB

3.3 Formulaire

La proposition suivante donne des formules qui sont des conséquences immédiates de la définition.

Proposition 11 (FORMULES A RETROUVER SUR LE CERCLE). Soit § € R un angle.
1. cos() € [-1;1] et sin(f) € [—1;1].

2. Pour tout k € Z : cos( + 2km) = cos(f) et sin(0 + 2km) = sin(0).
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3.3 Formulaire 3 TRIGONOMETRIE

3. cos(—0) = cos(0) et sin(—0) = —sin(h).

A

4. cos(0+m) = —cos(0) etsin(0+m) = —sin(0). 5. cos(m —0) = —cos(f) et sin(m — ) = sin(0).

A

cos(0 + )

Tsin(0 + ) & — sin(6)

cos (g — 9) = sin(f) et sin (g — 9) = cos(f).

sin (g —0) =«05(0)
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3.3 Formulaire 3 TRIGONOMETRIE

On retient généralement moins de formule & propos de la fonction tangente. Si besoin on peut les
retrouver aisément grace aux formules des fonctions cos et sin et en revenant a la définition de tan. On
peut néanmoins noter les résultats suivants qui sont naturels.

Proposition 12. Soit § € R un angle.
1. tan(f) n'est pas défini si 6 = g [7].

2. tan(0) n’est pas borné.
3. Pour tout k € Z : tan(f + k) = tan(0).

4. tan(—0) = — tan(0).
La proposition suivante est un formulaire non exhaustif (qu’il faut savoir retrouver).

Proposition 13. Soient a € R et b € R deux angles.
1. cos*(a) +sin®*(a) = 1 (preuve par Pythagore).

2. cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
3. cos(a— b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

4. sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

5. sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

6. cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) = 1 — 2sin?(a) = 2 cos?(a) — 1
7. sin(2a) = 2 cos(a) sin(a)

8. cos(a) cos(b) = %(Cos(a —b) + cos(a + b))

9. sin(a)sin(b) — %(cos(a —b) — cos(a+ b))

10. sin(a) cos(b) — %(sin(a +b) +sin(a — b))

La proposition suivante sera trés utile pour étudier les signaux trigonométriques.

IUT de Cachan GEII2 6



3.3 Formulaire 3 TRIGONOMETRIE

Proposition 14.
Soient a € R et b € R et soit w € RT. On considére le signal f défini par

f(t) = acos(wt) + bsin(wt)
Il existe un unique A € RY et un unique ¢ €] — ;| tels que

f(t) = Asin(wt + @)

Démonstration.
On pose A = Va? +b2. On suppose A # 0 (si A =0 alorsa =b=0 et f =0, ce n'est pas vraiment

intéressant!) On a alors :

ft) = Ax (% cos(wt) + % sin(wt))

() -(30)

b oa
A A

D’autre part,

Donc le point de coordonnées ( ) est un point du cercle trigonométrique ; il existe donc un unique

angle @ entre —m et w tel que
a

cos(p) :% et sin(p) = I

Donc
f(t) = A x (sin(yp) cos(wt) 4 cos(p) sin(wt)) = Asin(wt + ¢)

Exemple 15.
Soit f(t) = 2cos(3t) — 2sin(3t). Mettre f sous la forme Asin(wt + ¢) avec A > 0.

On pose A = a2 + b2 = /22 + (—2)2 = 2v/2. On cherche p €] — 7, 7| tel que :

b —2 V2
@) = 7 = 535 - "7
. o a 2 B V2
R S R

Donc ¢ = i et

f(t) = 2v/2sin <3t + %ﬂ)

IUT de Cachan GEII2 7



3.4 Equations trigonométriques 3 TRIGONOMETRIE
Méthode

> Mettre a cos(wt) + bsin(wt) sous la forme Asin(wt 4+ ¢) (ou Asin(wt — ¢))
1. On pose A = va? + b?

2. On cherche ¢ €] — 7, 7| tel que :

b
cos(p) =
. a
sin(p) = 5

> Mettre a cos(wt) + bsin(wt) sous la forme A cos(wt — ) (ou A cos(wt + ¢))
1. On met acos(wt) + bsin(wt) sous la forme Asin(wt + ¢)
2. On sait que sin(#) = cos(0 — g)

3. On en déduit a cos(wt) + bsin(wt) = Asin(wt + ¢) = A cos(wt + ¢ — g)

3.4 Equations trigonométriques

3.4.1 Equations du type : cos(A) = cos(B)

Proposition 16.
Soient A € R et B € R deuz angles. On a :

cos(A) =cos(B) < A= B [2n] ou A= —B [27]

A

0.5 1 ;A:B

Exemple 17.
Résoudre ’équation cos(2x) = cos(3x).

cos(2x) = cos(3x) 20 =3z [27] ou 2x = —3x [27]

=0 [27] ou 5z =0 [27]

2
& =027 ou =0 {g]

T 0

2T
Les solutions sont donc tous les réels qui sont égaux a 0 modulo 2m ou égaux a 0 modulo —.
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3.4 Equations trigonométriques 3 TRIGONOMETRIE

3.4.2 Equations du type : sin(A) = sin(B)

Proposition 18.
Soient A € R et B € R deux angles. On a :

sin(A) =sin(B) & A= B [2n] ou A=m— B [27]

\]

0.5 1

Exemple 19.
Résoudre ’équation sin(2x) = sin(3z).
sin(2z) =sin(3z) < 2x =3z [27] ou 2z =7 — 3x 27|
& o =027 ou bx=m [27]

T | 2w
& x=01[02n =— |=
x 27] ou x 5 {5]

s 2m
Les solutions sont donc tous les réels qui sont égaux a 0 modulo 2m ou égaux a 3 modulo —.

bt

3.4.3 Equations du type : cos(A) = sin(B)

Meéthode
On se rameéne a une équation du type sin(A) = sin(B) en utilisant la formule :

cos(f) = sin (9 + g)

Exemple 20.
Résoudre I’équation cos(3x) = sin(2x).

7r
Comme cos(3x) = sin <3x + 5), résoudre l’équation cos(3x) = sin(2x) revient a résoudre l’équation

sin (32: + g) = sin(2x).

, T , T m
sin (327 + 5) =sin(2zx) < 3+ - =2z [27] ou 3z + 5 =T 2z 27|

2
& o= 7T[Z] 5—7T[2]
T = 5 T ou x—2 T
s T |27
——_ [ - |Zz=
& 2[7?] ou T =15 [5}

. . ) . ., 3 . 2
Les solutions sont donc tous les réels qui sont égaux a —5 modulo 2w ou égaur 4 — modulo —.

10
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3.4 Equations trigonométriques

3 TRIGONOMETRIE

3.4.4 Equations du type : acos(z) + bsin(z) = ¢
Méthode

1. Mettre acos(z) + bsin(z) sous la forme Asin(z + ¢)
2. Trouver ¢ €] — 7, 7] tel que sin(y) = %

3. Résoudre I'équation sin(z + ¢) = sin(1))

Exemple 21.
Résoudre cos(3x) — sin Sx)
On pose A = /12 + ( = \/_ On cherche ¢ €] — 7| tel que :
—1
cos - —
() NG

sin(p) =

Sl

3 3
Donc p = Zﬂ et cos(3z) — sin(3z) = V2sin <3x + %)

Résoudre cos(3x) — sin(3x) = 1 revient donc a résoudre :

3 3

4

On cherche alors ¢ €] — m, x| tel que sin(y) =

et

. 3m . (37 3w 3w
sin <3x + Z) = sin (I) & 3z + T=7 [27]

1 V2

V22

3
= — conuwient. 1l suffit donc de résoudre :

3 3
ou 3:)3—|—Z7T=7r—% [27]

& 3x =027 ou 3x= —5 [27]

o 2=0 [2_} ouw =" [2_}

, ) , ., . 2m ) . T 27
Les solutions sont donc tous les réels qui sont égaux a 0 modulo — ou égaux & —— modulo —

6 |3

3
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