L ]
universite wrpecacHAN

PARIS-SACLAY

Semestre 1 - Mathématiques - DS 1 S

Nom :

Prénom Groupe :

Mathématiques - Devoir Surveillé 1

Vendredi 12 février 2021 - Durée : 1h00

Tout document et appareil électronique est interdit

Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la rédaction et a la

présentation.

Exercice 1 Les questions suivantes sont indépendantes

1. Calculer les limites suivantes :

(a) lim

z—+oo 2x10 4 1

= +00.

La forme indéterminée du type — peut étre levée par croissances comparées.
o0

(b) lim e** + 3z -5 = —o0.

T——00
Il n’y a pas de forme indéterminée! De plus : lim e*™ =0et lim 32 —5= —o0
T——00 T——00
2 _4x+4 —2)(x —2

(c) lim roAras lim (z=2)(z=2) = lim(z —2) = 0.

r—2 x€xr — 2 r—2 x€xr — 2 r—2

2 _ 4 4 2

(d) lim oyt lim = = lim 2= —oo

T——00 xr — 2 T——00 I T——00

2. Soit la fonction définie sur R par :

f(:c)— 2r+a slx <2
T 22 —dr+4 siz>2

(a) Déterminer a pour que f soit continue en 2.
La fonction est continue en 2 si et seulement si la limite & gauche et la limite a droite en 2

sont égales :

lim f(z)= lim f(z) & 44+a=4—-8+14

T2~ z—21

< 44+a=0
& a=—4

(b) Pour la valeur de a trouvé a la question précédente, la fonction est-elle dérivalbe en 27
On remplace a par -4 puis on calcule les limites & gauche et a droite en 2 du taux d’accroisse-

ment :

i 1@ =F@) 20—
T—2~ xr—2 2= T — 2
= lim 72(3: —2)
r—2- T — 2
= 2
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et
_ 2 _
L@ @) -t
T2+ x— 2 x—2+ T — 2

= 0 d’apreés la question 1.c

Les deux limites ne sont pas égales donc la fonction n’est pas dérivable en 2.

3. Donner un exemple de fonction continue sur R et qui n’est pas dérivable en —1.
Exemple 1 : f(z) = |z + 1|. La fonction valeur absolue est continue sur R et pas dérivable en 0.
Si on avance de 1, on obtient bien une fonction continue sur R et non dérivable en -1.

T stz < —1
Exemple 2 : f(z) = { 1 s> 1
Exercice 2 Les questions suivantes sont indépendantes

1. Tracer la courbe de la fonction : f(t) = (t + 1)U(t) — (2t — 2)U(t — 2).
On peut écrire que

0 sit<0
ft)y=<X t+1 site0;2]
—t+3 sit>2

On en déduit la représentation graphique de f :

3

2. Déterminer 'expression de la fonction suivante en utilisant des fonctions échelons :

A
2

r
-3 -2 -1 1 2 5
—1
On peut écrire que
0 sit<O
) 2t sitel051]
f(t) = 2 site[l;3]
0 sit>3

Donc on en déduit que

F(t) = AU®) + BU(t — 1) + CU(E — 3)
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On détermine maintenant A, B et C sachant que A =2t et A+ B=2et A+ B+ C = 0. Donc

F(£) = 20U(t) + (=2t + 2)U(t — 1) + (—2)U(t — 3)

Exercice 3 Les questions 1. et 2. sont indépendantes
1. Soit la fonction f(t) = —2e3*5 41

(a) Montrer que f est bijective de R dans un ensemble E a déterminer.
e [’ensemble de définition de f est R.
o f'(t) = —6e3t + 5.
e La dérivée est strictement négative sur R et donc f est strictement décroissante sur R.
e lim f(x)=1let lim f(z)=—o0
T——00 T—400

Donc f est bijective de R dans | — oo; 1].

(b) Déterminer sa fonction réciproque.
On résout f(t) = y en fonction de y :

ft)=y
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La fonction réciproque de f est donc f~1(t) = 3 (ln (%) — 5).

(c) L’équation —2e35 + 1 = 2 admet-elle une unique solution ?
f est bijective de R dans | — oo; 1[; or 2 n’appartient pas a 'ensemble image | — 0o; 1[. Donc
I’équation n’admet pas de solution.
2. On considére la courbe de la fonction g(z) = 2% — 42* + 5z — 1.

A
2

P

_11

Pour chaque affirmation, dire si elle est vraie ou fausse :

(a) g est injective de [1;+oo] dans [1; +oo[. FAUX
On peut observer que, sur U'intervalle [1; +00[, la courbe change de sens de variation (décrois-
sante puis croissante). Il y a donc des y € [1; +00[ qui ont 2 antécédents.
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(b) g est surjective de [0;2] dans [—1;1]. VRAI
Toutes les valeurs de [—1; 1] ont au moins un antécédent dans [0; 2].

(c) g est bijective de ]0; 1] dans | — 1;1[. VRAI

Toutes les valeurs de | — 1; 1] ont exactement un antécédent dans |0; 1].

Exercice 4 Déterminer les valeurs suivantes en expliquant brievement la démarche (soit par des calculs
soit par un dessin).

1 V2 3T
.arccos | —— | = —
2 4

T
car —- est la valeur de l'intervalle [0; 7] dont le cosinus vaut ———.

2

V3

T
car —3 est la valeur de l'intervalle [—g; g] dont le sinus vaut 5
™

3. arctan (—1) = ~1

T
car 1 est la valeur de l'intervalle ]—g; %[ dont la tangente vaut —1.

4.
137 3T . .
arccos | cos v = arccos | cos I car cosinus est 27 périodique
= arccos <cos )) car cosinus est pair
3T E
= — car —
4 4
D.
i ) ST . . [T . -
arcsin | sin % = arcsin | sin 5 car sinus est 27 périodique
(s (=)
= arcsin | sin | 7 — —
6
n (sin (—5))
= arcsin (sin | ——
6
o s c [ T 7T]
= —— car — —— =
6 U6 272
6.

arcos (sn (2)) = arecos (cos (£ - 7))
= arecos (co (—D)

om
= 14 car - € € [0; 7]




