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Exercice 1

1. Pour chacune des intégrales suivantes dire si elle est convergente ou divergente :

+oo
(a) / 7 dt est convergente d’aprés le critére de Riemann.
1
“+oo
(b) / i dt est divergente d’aprés le critére de Riemann.
1

too +oo
(c) / —dt = — dt est convergente d’aprés le critére de Riemann.
A4 1 t2
teoq | 1
2. Montrer que n sin n dt est convergente.
1
1 1 1 1 1
On sait que sin(X) ~ X donc sin | — | ~ — et donc —sin | — —
0 t) 4ot t t + 12

+oo +00
1 1
Or / 7 dt converge d’apres Riemann, donc / n sin <¥> dt converge aussi par équivalence.
1 1

be
. 1
3. (a) Soit X > 1. Calculer /1 et dx.
X 1 oo 2 1 Y 1
———dxr = ———————dr = |-arctan(2x + 1)| = = arctan(2X+1)—— arctan(3)
L @rr12+1 L 2@z +12+1 2 .2 2
~+o0 1
(b) En déduire que /1 S dx est convergente.
too 1 1 1 1
/1 [ESEE dr = Xl—i>I£oo 3 arctan(2X + 1) — 5 arctan(3) = % b arctan(3)

Donc l'intégrale converge (vers % — arctan(3)).

4. Les affirmations suivantes sont fausses. Trouver dans chacun des cas un contre-exemple le prouvant.
(a) tLleroof( )=0= 1+Oo f(t) dt converge.
La fonction f(t) = % est un contre-exemple. On a bien tEerOO f(t) = 0 mais f;roo f(t)dt diverge.
(b) Soit f et g deux fonctions telles que 0 < f(t) < g(t) pour tout ¢ > 1. Alors :

+oo “+o0o
/ g(t) dt diverge = f(t)dt diverge.
1

1

1 1
Les fonctions f(t) = t_ et g(t) = i donnent un contre—exemple. On a bien 0 < f(t) < g(t) pour
tout t > 1, et f t)dt diverge mais f1 t) dt converge .
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Exercice 2
Calculer les intégrales suivantes par la méthode de votre choix :

1. I = / cos?(z) sin(z) dz. On utilise la formule de la primitive de u/u? :
0

1 " 1 2
I = [_§ cos?’(a:)]o =—3 (cos(m) — cos(0)) = 3
! 2
2. J = / ze® T2 dz. On utilise la formule de la primitive de u/e*
0
IR L |
J— {5630 +2L == (¢* — ¢?)
3. K= cos?(3x) sin(2z) dz. la fonction est impaire et I'intervalle est centré en 0 donc
K=0
%
4. L = / (—x 4 1)e** dz. On fait une intégration par parties. On pose
0
u(z) = —x+1 et V' (z) = e**
donc ]
u'(z) = —1 et v(x) = 56293
Par IL.LP.P : ) X
L=|(-a+1)x 2e|’ / ey
= |(—=x 5¢ ) 5e - dz
Donc . .
1 2 101 2 e 3
L — _ 1 - 2x _ - 2x — _ _ _
(o] s a7, =53

! T + 1 u/
5. M = / — 55 dx. On utilise la formule de la primitive de — :

1 1
M—{—ln\x2+2x+3|] =
2 0

(In(6) — In(3)) = %m(z)

N | —
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Exercice 3
1. Montrer que 2t> + 17t + 36 = (2t + 9)(t + 4).
t

9 .
mdt = —41n(12) — B In(11) + 131In(5). Il faut faire une D.E.S :

8
2. Montrer que /
1

8 t 8 t
| st - / it
1 262+ 17Tt 4 36 1 2t+9)(t+4)

8
= / dt
2t+9 t+4

dt

8
/1 2%+9 1+
8

In|2t+ 9] —41n |t + 4

N ©

1

§1n(25) — 41n(12) — gln(ll) +41In(5)
9

In(5) — 41n(12) — g In(11) + 41n(5)
_ _4m(12) - gln(ll) +131n(5)

2 5

3. Calculer I = / * dx en posant le changement de variable t = z3.
1 225+ 1723 + 36

e Les bornes : comme z varie de 1 & 2, ¢ varie de 13 =1 4 2% = 8.

e relation entre dz et dt : t = 2° = dt = 3z2dx.

Par changement de variable on obtient

I /21 z 322d 1/2 v 322d 1/ ! dt
= = rar = - roar = - ——
1 3226 + 1723 + 36 3J1 2(x3)2+ 1723 + 36 3J)1 22+ 17t + 36

D’aprés la question 2, on a donc

I= <—41n(12) - gln(ll) + 13ln(5))

W

Exercice 4

1. Tracer, en justifiant votre démarche, la courbe représentative de la fonction :

0 st t<1
—t+1 si te][l;3]
4 — 14 si t e [3;4]

2 st t>4

J)=(—=t+ 1)Ut —1)+ (bt = 15)U(t —3) + (16 — 4t)U(t — 4) =
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2. Donner ’expression de la fonction suivante & ’aide de fonctions échelon :

s

—25—20—15—1@—&55 051015202530 540455055

710

0 st t<0
t+1 si tel0;1]
1 s tell;3
207 si t>3

On peut lire que f(t) = .Donc

f&)=@+DUR)+ (—t)Ut— 1)+ (2t — 8)U(t — 3)

Exercice 5
1. Démontrer, en partant de la définition, que la transformée de Laplace de f(t) = e “U(t) est
L = :
7(p) P

2. Déterminer les transformées de Laplace des fonctions suivantes :

(a) fi(t) = €eU(t).

62

Lp(p) = o
(b) fa(t) = (2t + 1)2U(t) = (48> + 4t + D)U(t)
cfQ(p):4x2%+4x1%+%
(c) f3(t) =cos (3t + 3)U(t) = —sin (3¢) U(t)
L4l = 5




