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Mathématiques - Devoir Surveillé 1
Vendredi 29 septembre 2017 - Durée : 1h30
Correction

Tous documents et appareils électroniques sont interdits.
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la rédaction

et a la présentation.

Questions de cours :
1. Enoncer l'identité de Parseval.
2. Montrer que, si g(t) = f(t — 7) alors ¢,(g) = "™, (f).

Exercice 1  Calculer les intégrales suivantes :

1. Sans faire de changement de variable :
I - / T sin(x) _sin(z)
o 1+ cos?(z)
/ T —sin(x) _—sin(@)
o 14 cos?(x)
= [—arctan(cos(x))]g

= —arctan(cos(m)) + arctan(cos(0))
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2. On fait une intégration par parties :
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3. On linéarise la fonction :

s

K = cos (t) sin(3t)dt

S—

sin(4t) 4 sin(2t)dt

S

™

1
—= cos(4t) — 5 cos(2t)

| — |
AN

0

cos(4m) — %COS(27T) + iCOS(O) + % Cos(()))

o | =

RS

O = N = N

4. On commence par faire une décomposition en éléments simples de la fonction

227 + ba?
1) = 5 3 =2
Aprés une division euclidienne on obtient :
—r +2
= 14— ==
fla)=w+1+ 222 4 3z — 2
Or 222 + 3z — 2= (z + 2)(2x — 1). Donc
a b
= 1
U s T

Enfin, on calcule les valeurs de a et b et on obtient

41 3
= 1— = d
fl)=ztl=g—sts

1
2¢ — 1

On peut maintenant calculer aisément ’intégrale L :

I =

O\H
=
8
S~—
Q
S

1

1 4 3

= {§x2+x—gln|x+2\+ﬁln|2x—1\0
1 4 3 4 3

= —+1—-In3+-Inl+-In2— —1Inl
SRR S A S T
3 4 4

— 2 I3+ -2
5 5n3—|—5n

Exercice 2

1. Soit le signal f, 2r-périodique, défini sur [0; 27| par

f(t):{ t si te|0;m7]

0 si te|m2n]

(a) Représenter f sur [—2m;27].
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(b) Déterminer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.
La fonction n’est ni paire ni impaire. Il faut calculer ag, a,, et b,.
Pour ag on calcule 'aire d’un triangle :

1l mxm s

B

Pour a, et b, il faut faire une intégration par parties. On peut restreindre le calcul a
Vintervalle [0; 7] :
™

2
a, = — [ tcos(nt)dt
21 Jo

- 2 (E sin(nt)]: - /0 ' sin(nt)dt)
- S )

_ ! (cos(nm) — cos(0))

nm

= (1)

©onlm

et
2 ("
b, = — [ tsin(nt)dt

2m Jo
1 —t .

= - ({? cos(mﬁ)}0 +E/0 Cos(nt)dt)

_ 1 <_—7T (:os(n7r)+l {l Sin(nt)] )
T\ n n|n 0
1 .

= 7

—+00

S0 =5+ - (1)~ Deostnt) -

n?m n

sin(nt)

n=1
2. On considére la fonction périodique définie par g(t) = f(—t).

(a) Représenter g sur [—27; 27].
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(b) Sans calculer ses coefficients, écrire la série de Fourier de g
On a Sy(t) = S¢(—t), donc

Sy(t) = % + % ((=1)" = 1) cos(—nt) — (_i)n sin(—nt)
Donc .
S,0)="+ % (—=1)" — 1) cos(nt) + (‘i) sin(nt)

3. On considére la fonction périodique définie par h(t) = g(t) + f(¢).

(a) Représenter h sur [—2m; 27].

(b) Montrer que la série de Fourier de h est

Sp(t) = g + Z &;_1) cos(nt)

™

La série de Fourier de h s’obtient en additionnant les séries de Fourier de f et de g
Su(t) = Sp(t) + Sy(t) = 2a0(f) + Y _ 2an(f) cos(nt)

Les b, (h) sont nuls car b,(f) = —b,(g) (et aussi parce que h est paire!).
Donc, on obtient bien

Sp(t) = g + Z W cos(nt)
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(c) En remplacant ¢ par 0 dans 'expression de Fourier de h, déterminer la valeur de la
limite de la série convergente suivante :

“+oo
(=" -1

On pose t =0, on a S,(0) = h(0) =0 et

R 2((-1)" = 1)

Sp(0) = 5t 2 — cos(0)
Donc
IR L (G V)
2 mn?
Donc

n=1

Exercice 3 Les questions suivantes sont indépendantes

1. Soit le signal suivant :

3 1
f(t) = 2cos(50mt) — cos(1007t) + sin(1007t) — 3 sin(2007t) + % cos(3007t) + 1 sin(3007t)

Tracer le spectre d’amplitude du signal.

Il suffit de calculer les amplitudes de chaque harmonique.

Pour la fréquence 25Hz on a A; = 2.

Pour la fréquence 50Hz on a Ay = /2.

Pour la fréquence 100H z on a A3 = 3.

Pour la fréquence 150Hz on a A, = %

On obtient le spectre d’amplitudes suivant :
Amplitude
25 1
2.0 1
15 1
1.0 1

0.5 1 I
>
' ' T T —

n= 25 50 75 100 125 150

2. On considére les spectres d’amplitudes et de phases (par rapport au cosinus), tracé en
fonction des pulsations, suivants :
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A\ Phase
2.0 -
Amplitude jus
4 b 1.5 - 2
2.5 1
1.0 -
2.0 1
051
15 - S
1.0 - 95 | 05 1.0 1.5 2,0 2.5 30 3.5 410 4.5 5.0 5.5
05
I 1.0
95| 05 1.0 1,5 2,0 2.5 3.0 3.5 4.0 45 5.0 5.5 i Fr
-2.0-4
2.5 4

Donner un exemple de fonction dont les spectres correspondent aux spectres ci-dessus.
On peut donner comme exemple de fonction

f(t) =2cos <t — 5) + cos (2t) + %cos <3t + g)
Déterminer une fonction 27-périodique dont les coefficients de Fourier vérifient :
ap = 2 a =2 by = —1 as =4
On peut donner comme exemple de fonction
f(t) =24 2cos (t) — sin(t) + 4 cos(3t)

On connait les coefficients de Fourier exponentiels d’un signal f :

1
Cp = — X e
" 2imn

i TC
Z7L2

Déterminer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.
On sait que a, = 2Re(c,) et b, = —2Im(c,). On écrit donc ¢, sous forme algébrique puis

on identifie .
= __ ( ( —) + 7 sin (n—))
Cn, o cos n2 5

(i) < gt 0
Cp = onm S1n TL2 1 o COS TL2

1 . ™ 1 T
a, = — sin <n—> et b, = — cos <n—)
nmw 2 nm 2

On considére une fonction périodique dont la série de Fourier est

Donc

Donc

1 =

Si(t) = 3 + ; m cos(nt)

Déterminer les coefficients de Fourier trigonométriques a,(f') et b,(f’) de la dérivée de f.
On identifie les coefficients de Fourier de f dans la série de Fourier :

4
an(f):m

I1 suffit ensuite d’utiliser les formules du cours : a,(f’) = nwb,(f) et b,(f') = —nwa,(f).
On obtient

et b,(f)=0

4

a(f)=0 et b,(f)=-nx1x w012
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