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Tous documents et appareils électroniques sont interdits.
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la rédaction

et a la présentation.

Question de cours : Soit f une fonction périodique de période T'. Donner ’expression des
coefficients de Fourier exponentiels de f.

Exercice 1 Soit f la fonction paire et périodique de période 27 telle que
f(t) =t*pour t € [0,7]

1. Représenter f sur Uintervalle [—4m;47].
2. Calculer la valeur moyenne ao(f) du signal f.

La fonction f est paire donc :

2 [T L[e3]"  n?
ao(f):%/o tzdt:;{g} =73
0

3. (a) Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques a,(f’) et b,(f’) de f'.
Pour ¢ €]0, 7|, on a f'(t) = 2t. La fonction f’ est impaire et 27-périodique, on en
déduit que a,(f") = 0 pour tout n € N et

4 [T 4 [T
= —/ 2t sin(nt)dt = —/ t sin(nt)dt
2m Jo 0

™

bn(f")

on effectue une IPP :

() =2 ([reest] - [7ocnlit) ) A

n n n

pour tout n € N*.

4(—-1)"
(b) En déduire que a,(f) = ( 2> pour n € N*. Que vaut b, (f)?
n

Soit n € N*. D’aprés le cours, on a puisque la fonction f est continue est C! par
morceaux :

an(f') = nbn(f) et bu(f') = —nan(f)

d’ou b,(f) =0 et
an(f) _ _l > _4(_1) _ 4(_1)

n n n?

4. Déterminer la série de Fourier de f, notée S(t).

2

Se(t) = L 42 (=1)" cos(nt)

3 n?

n=1
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5. (a) Enoncer le théoréme de Dirichlet.

Soit f une fonction T-périodique et C* par morceaux. Alors pour tout t € R, on a
)+ f(t
50— 1+ IE)
2
+o00 1 7T2

(b) Monter que E =g
n
n=1

On applique le Théoréme de Dirichlet au point ¢ = 7, en remarquant que cos(nm) =

(1) :
%2+4§%:7r2
4:»42 :%
@gﬁz_

6. (a) Enoncer le théoréme de Bessel-Parseval.

Soit f une fonction T-périodique et continue par morceaux. Alors :

/|f )|?dt = af + = Za + 02

n>1

(b) Calculer% / (1)t
Tag o L[]
/f /Wtdt_% 5. 5

_90

D’apres le theoreme de Parseval, on a :

(c) En déduire que Z
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Exercice 2 Les questions suivantes sont indépendantes.

1. Tracer le spectre de phase et le spectre d’amplitude du signal suivant :
s(t) = 1 — 2cos(1007t) + /3 cos(2007t) 4 sin(2007t) + 4 sin(3007t)
D’aprés le cours, on a :

e —2cos(1007t) = 2 cos(1007t — )
e V3 cos(2007t) + sin(2007t) = 2 cos <2007rt - %)

o 45in(3007t) = 4 cos <3007rt . g)
2. On connait les coefficients de Fourier exponentiels d’un signal f :

B e—1
1 —2inmw

cn(f)

pour n € Z

Déterminer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.

D’aprés le cours, on a : a, = ¢, + c_,, et b, = i(c, — c_,), d’ou

an:(e—1)< L )_2(6—1)

1—2int  1+2int) 1+ 4n2n2

et

bn:i(e—l)( L 1 >:—4m(6—1)

1—2inr 14 2inn 1+ 4n2r?

3. Soit f la fonction périodique de période 27 et impaire tel que f(t) = t pour t €]0, 7| et
f(m) =0.

(a) Représenter f sur l'intervalle [—4; 47].

2(_1)n+1
(b) On admet que ag(f) =0, a,(f) =0 et b,(f) = —— —— pourn e N*.

En déduire les coefficients de Fourier exponentiels de la fonction g périodique de période
27 telle que g(t) =t — 7 pour t €]0,27[ et g(2m) = 0.

D’aprés le cours, on a : a,(f) = 2Re(c,(f)) et b, = —2Zm(c,(f)), d’ou

i(—l)n+l
n

Cn(f) = -

On remarque que g(t) : f(t —m) d’ou

car e~ = cos(—nn) + isin(—nm) = (—1)"

Exercice 3 Calculer les intégrales suivantes :

/2
1. I:/ sin®(z)dx
0
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I /0 " () — /0 ™ () (1—cos?(x))de — /0 " (o) da— /0 " i) cos(x)dr

— (= cos(@)]7? + [”S?’%L/Z -2
2. J= /12xln(:c)d:c

On effectue une IPP

J = /12:):1n(x)dx _ {%2 1n(g:)r - /12%2de = 2In(2) - 5 {%T = 2ln(2) - °

w/2
3. K= t*sin® (t)dt
—7/2

Le fonction f(t) = t?sin®(¢) est impaire. On intégre sur un intervalle symétrique par
rapport a 0, d’'ou K = 0.

2
1
4. L:/ Ldm
(2% + 272)?

r+1 1 2z42  1d(z)
(22 +22)2  2(22+22)2  2u%(x)

. /2 T+ 1 i 1 1 1* 5
e —  dx = — —_
1 (2?2 4 2x)? 2224 22|, 48

5. M = / cos®(x) sin®*(z)dz (on pourra poser u = sin(z))
0

On a d’ou

On a u = sin(z), du = cos(z)dz d’ou

w/2 sin(7/2) 1 u3 ud 9
/ cos®(z) sin?(z)dx = / u?(1 — u?)du = / u? — utdu = [_ — _] ==
0 sin(0) 0 3 5) 0 15

626
6.N:/ y+3dz
1 y5+7

. L 2y5 +3 -
La variable d’intégration est z donc ——— - est une constante, d’ou
Y
2 3 2% +3 [° 2 3
N/y+ —y+/dz (e—l)yjL
Yo+ T vy+7 / Y+ 7

4/4



