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Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes :

/2
L. I:/ cos?(z) sin?(z)dx
0

1
On linéarise : cos?(z) sin®(z) = = (— cos(4z) + 1), d’ou
8

1 sin(42)1™?  «
- |l - ——=~ —
8 4], 16

/2 1
I= / —(—cos(4z) + 1)dx =
o 8

21 21
2. J= / dr =lim [ ———dr =lim[ln|In(z)|]} = %111% In|In(t)] —In|In(2)| = —c0
1 —

xIn(x) t—1 J, xln(z) t—1
/2
3. K= t*tan®(t)dt = 0 car la fonction est impaire
—7/2

1
4. L = / arctan(x)dz
0
On effectue une IPP : v/(z) = 1 et v(z) = arctan(zx), d’ou

1 1 1
In(2
/ arctan(x)dr = [x arctan(z)]; — /o . f$2dx = % - l— In(1 + a:Q)]O = % — n; )
1— \/ | 1
5. M = ~1dt = |2vi-1] =1
[ e e
6. N — / 5x + 21z + 22 N
(x +3)(x% 42z — 3)
o 532 + 21z + 22 2 L3
na = — ou
(x+3)(22+22—-3) z+3 (z+3)? z-1
1 ’ 1
N = [211&]95—1—3! + 13 +3In|z — 1|]2 = 21In(6) + 6 +3In(2) — 2In(5) — -
Exercice 2
1. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f(x) = sin(2x) — 3 cos(3z).
Par identification, on a by = 1 et az3 = —3 et tous les autres coefficients de Fourier sont nuls.
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2. Déterminer la série de Fourier de la fonction f(x) = cos®(z).

1
On linéarise f : f(x) = 1(3 cos(x) + cos(3x)) d'on ay =

sont nuls.

1
, a3 = 1 et tous les autres coefficients

1w

3. On considéere la fonction f impaire, 2m-périodique et vérifiant
1 z€]0,n|
= 20
0 pourz=m

(a) Tracer la fonction sur lintervalle [—2m; 27].

(b) Déterminer les coefficients de Fourier de f.
La fonction f est impaire donc on a a,, = 0 pour tout n € N. Calculons b, :

4 i 2 t ™ 2 _1
b, = — Sin(nt)dt —— [_ COS(n )} _ (COS(TL’]T) )
21 Jo T n . -
-y O, AT
= _ A 1
nm (2/{7—}— 1)7r sin D+

(c) Pour quelles valeurs de t a-t-on S¢(t) = f(t) (ou Sy est la série de Fourier de f) ¢
S+ f(t7)
2

est continue, f(t*) = f(¢7). On a donc Sy(t) = f(t) pour tout t € R\{kn/k € Z}.
fE@)+f) 1-1

D’apres le théoreme de Dirichlet, on a S¢(t) = . En tous les points ot la fonction

Au point 7, on a 5 =—5 = 0 = f(m), on a donc également f(m) = Sy(m).
Comme la fonction est impaire et 2m-périodique, on en déduit que pour tout t € R, on a
Sy(t) = f(1).
(d) En déduire la valeur de i (-1 :
prd 2k +1

On a S¢(t) = >, busin(nt). Au point 7,

Sy <g> = ;bnsin (ng) = Z ﬁ(_l)l’ —

p=0
Or
0 sin=2p
b, = 4 ) o1
sin =
(2k + 1)m b
et
sin(nﬁ>— 0 sin=2p
2/ | (=1 sin=2p+1
d’ou

T 4 , 4 (—1)P
51 (5)_§(2k+1)w(_1> _%Z(2k+1)

p=>0

D’apres Dirichlet, on a S (g) =f (z>, d’ou

4 (-1 (-1 7«
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(e) Tracer les 5 premiéres harmoniques du spectre de f.

Exercice 3
Soit f la fonction 2n-périodique définie sur | — m, x| par f(x) =7 — |x|.
1. Représenter la fonction f sur [—3m;3m].
2. Calculer les coefficients de Fourier de f.
La fonction f est paire, d’ou b, = 0 pour tout n > 1. De plus,

2

2 [T 1 = T
Hdt == x — ==

ag = —
2T

et pourn>1,ona:

0 = % /0 " 1t) cos(nt)dt % /0 "(r — 1) cos(nt)dt

On effectue une 1PP :

o =2 ({<ﬂ_t>Mr+ /“Mdt) _2 [—_w} _ 2=

3. Calculer l’énergie moyenne du signal.

B(f) =5 /_:(w — Jo)2dz = %/ﬂw(w e =t [_@h _

4. En déduire Z %—"‘1)

D’apres le theoreme de Parseval, on a (les b, étant nuls)
al + 1 Z a’ =F
0 2 = n

D’apres la question 2., on a

2(1 — (=1)") 0 A sin=2p
On = 2 ) ————— sin=2+1
(2p+1)2%7
On en déduit :
D ) Dl D B i
4 2 g 2p—|—147r2 3 7T = 2p+1 12 p20(2p+1)4
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