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Tout document et appareil électronique est interdit
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la

rédaction et a la présentation.

Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes :
L A |

— - ——dt

1. [=
L1627

I t6+t4+t2 t1 1
|24 24 4 4],

2. J:/ cos(u) sin(3u)du
0

eiu + 6—iu eSiu _ e—Siu e4iu o €—2iu + eQiu o 6—4iu B sm(4u) N sm(2u)

cos(u) sin(3u) = 5 X 5; = 0 = — ;
d'ott i}
7 /” sin(4u) N sin(2u) dy— {_ cos(4u)  cos(2u) _0
o 2 2 8 i,
w/2
3. K = cos(t) sin(t)dt
—7/2
On a

=0

- sin?(t) /2 11
2 2

2 —7/2

On aurait également pt dire que la fonction ¢ — cos(t) sin(t) est impaire et que 'on intégre sur
un intervalle symétrique par rapport a 0 d’ou K = 0.

P41
4. L= | ———dt
1 VB + 3t
#4113 +3 1
V43t 3V +3t 3 u(t)
(1)
Vu(t)

avec u(t) = > + 3t. Une primitive de

On en déduit que
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Pour calculer M, on effectue la DES de 5 en remarquant que x> —z—6 = (r—3)(x+2) :

Z_2-6 (@-3)(x12) bHr—3 br+2
d’ot

M= E In(jz ~ 3)) + £ Iz +3))| = 2In(2) + 1 In (Z)

PR 5 6
6.N:/ —— 5 dx
0o T*+2x+2

On remarque que z? +2x + 2 est irréductible (A < 0). On écrit 2% + 2z + 2 sous forme canonique :
2 +2x+2=(z+1)*+1dou

-1
1
N = /o mdw = [arctan(z + 1)];' = — arctan(1) = _Z

e
7. P= / xIn(x)dx
1
On effectue une intégration par parties :

u(zr) == u(z) =

Exercice 2 Le but de cet exercice est de calculer 'intégrale

/2 1 p
©= /0 1 + sin(z) ‘

en effectuant le changement de variable t = tan (%)
2t
1+ ¢2

1
1. Montrer que t = tan (%) implique sin(z) = et dt = 9 (1 + tan’ (@) de

On a

sin(z) = sin (2 X E) =2 X sin <£> Cos <£> =2 X cos” <£>
2 2 2 cos (2) 2
2

Or cos? (£) +sin® (£) =1, dou :

sin(z) = 2 x

x
sin (—) 2 (z

2) ' (5) = 2tan (L
cos (5) cos (§)+s1n (5)

Remarquons que
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cos? (%) B 1 B 1 _ 1 @)
cos? (2) +sin? (2) 6052(32”)’25132(3) B 14 Sinzgﬁg 1+ tan? (%)
cos? z cos? 3

On déduit des équations (1) et (2) que

2tan (5
sin(z) = 22)
1+ tan? (%)
En remplagant tan (£) on obtient sin(z) = i
2 1+ t2
2. Calculer @ en effectuant le changement de variable t = tan (%)

On a

Q:/ +dm:/ : X ><—<1—|—tan2<z)>dx
o 1+sin(x) o l4sin(z) = 1+tan? (%) 2 2

1 1 1 1
1 2 1 1 —1
= X dt=2 ] ——dt=2| ——at=2|—1| =1
@ /0 142 7 142 /0 142+ 2t /0 (1+1)2 L+1L

Exercice 3 Donner une écriture de chacune des fonctions suivantes sans utiliser la fonction U puis
dessiner leur courbe représentative.

1 fi(t) = 2U(t+ 1) — 3UE— 1) + 2U(t — 3)

On trouve que

0 sit< —1

2 si—1<t<1
hit) = -1 sil<t<3

1 sit>3

2. folt) =tU(t) — (2t — DUt — 1) + (2t — DU(t — 3)
On trouve que

0 sit<0

t sio<t<«<1
PO=9 _414 si1<t<s

t sit>3

3. f3(t) =¢' —eU(t —1)
On trouve que

t

f3<t)—{(€) sit<1

sinon

Exercice 4 Exprimer la fonction f suivante a l’aide de la fonction échelon i/
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0 sir<—-letl<x<3
z+1 si —1<xr<0
J(x) = 3791: si0<z<1
3 six >3
On a
f(x) = ($+1)(U([L‘—|—1)—U(I))—FB—x(U([E)—U(ﬂf—l))+3u<$—3)

2
= (& DU+ 1)+ (5~ DU() — U~ 1)+ 3U(z —3)

Exercice 5 Soit f la fonction dont la représentation graphique est :
A

L 3
-7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1 I

Le but de cet exercice est de calculer la transformée de Laplace de f de 2 fagons :

1. en revenant a la définition de la transformée de Laplace

3 4 _ —pt]3 _—pt14 —3p 2 —4p
ﬁf(w(p)—?/ e"’tdt—/ e‘ptdt—Z{ ‘ } - [ ‘ } — 3= 424°
0 3 p 0 p 3 p p p

2. en exprimant f a l'aide de la fonction échelon U(t)

En remarquant que
FO) = 2U(t) Ut —3)) — Ut —3) —U(t — 4)) = 2U(t) — 3Ut — 3) + U(t — 4)

on retrouve le résultat de la question précédente.

Exercice 6
Calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :
202 +3t+1

L. fi(t) = :

Ut)
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2. fo(t) = V2@ (1) = 2eV2U(1)

2
[’fz(t)(p> = p— \/5
3. f3(t) = cos(mt)U(t)
Ly (p) = ]ﬁ

4. fu(t) = e ™ cos(mt)U(t)

p+m
/C — ,C e —
nwP) = Lawp+m) = 2o
5. f5(t) = cos(mt)U(t —2) = f3(t —2)
d’ou
p
£f5(t)(p> =€ 2pp2 + 72
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