Semestre 3 - Mathématiques - DS 1

Mathématiques - Devoir Surveillé 1 - Correction
Vendredi 1 octobre 2021 - Durée : 1h30
Tout document et appareil électronique est interdit
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la

rédaction et a la présentation.

Exercice 1  Calculer les intégrales suivantes :

1 45 3
Bt 1
1.I=[ “4+—+-—2dt.
LAttt

On coupe l'intégrale en deux :

1
1—/ —+ +———dt /—+ + dt /idt
-1

Or 11 % —i— —|— 5 — —dt 11 % + & + tdt = 0 puisqu’on intégre une fonction impaire sur un
intervale centre en 0. Donc
1
I = / 1dt _ ! X 2= L
)4 4 2

s

3
2. J:/ cos(2x) cos(3t)dx .
0
On intégre par rapport a x, donc cos(3t) est une constante. Donc

™

J = cos(3t) /03 cos(2x)dx = cos(3t) B sin(2m)}

w[x

1 2
) =3 cos(3t) sin (%) = ? cos(3t)

3. K—/ 2% In(z)dx

1
On fait une intégration par parties : On pose u(z) = In(z) et v/(z) = 23. On calcule alors que
u'(z) =1 et v(z) = j2*. Donc

1 ¢ ‘1 1 1 ¢ 1 ¢ 3 1
K= |-z | Catx Sde= | -2t =t = ety —
[427 n(a:)]1 /1 78 x ode [427 n(zx) 1 T 1 16¢ + 16

1 2
9
1. L:/ 43t
ST

On pose une division euclidienne et on peut montrer que 2t* + 3t = (2t + 1)(t + 1) — 1 donc

1

! 1 1 1
L:/t+1——dt [—t2+t—§ln\2t+1|]
0

1
2%+ 1 2 — 5 @)

N W

0
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+00 1
.M = —dx .
g /0 xz—i-lx

Il suffit d’appliquer une formule de primitive puis de faire une limite en +o0o

M = [arctan(z)]{™ = liIP arctan(x) — arctan(0) = g
T—+00

31n(2) 1
dx.

Exercice 2  Soit l'intégrale I = /
m@E)  V1+er

On souhaite calculer I en posant le changement de variable u = /1 + €.

1. Exprimer z en fonction de u.
u=Vitersu=1+e" o =u’-1r=h(u’>-1)
2. Quelles seront les bornes de l'intégrale I écrite en fonction de u 7

r=mnB)=>u=V1+e"® =y1+3=2

et

r=3In(2)=In8) =>u=vV1+e"® =y/1+8=3

3. Quelle est la relation entre dx et du ?

4. Calculer I.
Par changement de variable on a

31 2 32
I:/—x2u du:/ du
o u  ur—1 5 u?—1

On calcule alors I'intégrale en faisant une D.E.S :

I /3 2 g /3 ! L= nju—1]—Injut 1
— — —_— — n - — In
, DD T, u—1 w1 " Ul

Donc I =1In(2) —In(4) + In(3) = In(3) — In(2)

Exercice 3 Les questions suivantes sont indépendantes.

1. Calculer la valeur moyenne du signal suivant :
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On rappelle que la valeur moyenne d’un signal de période T est ag = % f[T} f(t)dt

1 9 19
_ 2
to=5x(6+5-1)=0

2. Calculer I'énergie moyenne du signal suivant :
ﬂ%-ﬁ

1

-4 =3 =2 -1 1 2 3 4 5 6 7
—1

Y

On rappelle que la valeur moyenne d’un signal de période T est E = Jiry (f (8))?dt.

1 2 4 1
E:gx{/QMLﬁ/SMﬂZEMx3+2x%:6
— 2

1

3. On considére les spectres d’amplitude et de phase (en fonction du sinus) d’un signal :

2.0 4 Phase

A Amplitude 15
2.5 1.0 1
2.0 0.5
1.5 ey >
Lo 05 0510152025303540455055
0.5 I | -1:0-1
6 T 1T 11T T T 15 T I
050 051,015 20 2.5 3.0 3.5 410 4.5 5.0 5.5 2.0 2 2

Répondre par vrai ou faux en justifiant.

(a) Le signal est pair.
FAUX

Le signal est composé de 4 harmoniques non nulles. Deux des harmoniques sont des sinus et
les deux autres sont des sinus déphasés de 7, donc des cosinus.

(b) L’énergie moyenne vaut 15.FAUX
On sait que B =a2+ 130 (a2 +02)=1(32+22+12+12) =10

Exercice 4  Soit le signal m-périodique f défini par f(t) = cos(t) sur 'intervalle |0; 7.
1. Tracer la courbe représentative de f sur | — m; 27].

A

\ 1A\ \ -
_3 _2\ 1 \Q ' \\6
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2. Montrer que 2sin(a) cos(b) = sin(a + b) + sin(a — b).

sin(a 4+ b) +sin(a —b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
= sin(a) cos(b) + sin(a) cos(b)
= 2sin(a) cos(b)
8n
3. Montrer que b, = m
2 [T )
b, = — / cos(t) sin(2nt)dt
T Jo
2 1 (™. .
= —X —/ sin(2nt 4 t) 4 sin(2nt — t)dt
T 2
1 s
_ 1 / sin((2n + 1)t) + sin((2n — 1)t)dt
T Jo
= L2 os@n+ 1)+ — cos((2n— 1)1)]
T [2n+1 2n —1 0
1 —1 —1
- - 11 11
7T<2n—|—1( )+2n—1( )>
2/ 1 1
- m\2n+1 2n-1
2 4n
= =X
T 4n? —1
B 8n
 7w(4n? 1)

4. Ecrire la série de Fourier de f.
Comme la fonction est impaire, on a : ag = 0 et a,, = 0. Donc

“+oo “+oo
8

S(t) =ao + Z an, cos(nwt) + by, sin(nwt) = Z Wn—l) sin(2nt)

n=1 n=

Exercice 5 Soit f le signal 47 périodique dont la représentation sur [—2m; 27| est :

s

\]

=27 - | T 2T

1. Déterminer la valeur moyenne du signal.
Graphiquement, on obtient ag = 7.
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4
2. On admet que a,, = — (1 — Cos (nz)> Vn € N*.
™ 2

Tracer les spectres d’amplitude et de phase (par rapport au sinus) des 4 premiéres harmoniques de
la série de Fourier de f.
La fonction est paire donc les coefficients b, son nulss. On peut écrire la série de Fourier de f

Sr(t) = ap+ Zan cos(nwt) + by, sin(nwt) = — + Z p— (1 — cos ( 2)) cos <%nt)

n=1

On écrit les 4 premiéres harmoniques :

T 4 1 2 4 3
Sp(t)=—+4+ —cos | =t | +—cos(t)+ —cos|=t|+0
4 7 2 s 97 2
Les spectres sont donc :
A Phase
A 15
Amplitude
1.5 L0
1.0 0.5
0.5 I —b ' ' , . >
. | | ' ' . —0.5, - 05 10 15 20
—0.5, - 05 10 15 20 101
—-1.5 {
—2.0

3. Déduire des questions précédentes les coefficients de Fourier du signal suivant :

A
1

\]

=27 - T 2T

On observe que la fonction est la dérivée de la fonciton f. Comme f est continue, on peut utiliser
les propriétés suivantes : b, (f') = —nwa,(f) et a,(f") = nwb,(f). Donc :

bn(f/) = —n X %% (1 — CoS (n%)) = ;—s (1 — CoS (n%))

a(fY=nx=x0=0

et
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