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Mathématiques - Devoir Surveillé 2
Vendredi 24 novembre 2017 - Durée : 1h30

Tous documents et appareils électroniques sont interdits.
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la rédaction

et a la présentation.

Questions de cours :

1. Enoncer la formule de Taylor.
Soit n € N. Soit f une fonction au moins n fois dérivable au voisinnage de 0. Le DL, (0)
de f est

x? "

f(z) = fO) + f(O)z + f/(0) 5 +... + f()(0)

ou €(x) est une fonction qui tend vers 0 en 0.
2. En déduire le développement limité & I'ordre 4 en 0 de v/1 + x.
On pose f(x) = v/1+x = (14 z)3. Les dérivées successives de f sont

+ 2" ()

1 2 5 10 80 11
flo)=<(+2)75  fla)=-2(1+2)75  fO@)=—(1+0)5 D) =——(+2)7s
3 9 27 81

Et les valeurs des dérivées successives en 0 sont
1 2 10 &0
! I " - _Zz (3) _ 4) _ -
PO =5 fO=-5 0=y 00 =
Donc d’aprés la formule de Taylor-Young, le DL4(0) de f est
1 1 5 10
Vitr=1+4-0— —2*+ —2° — —2' + 2¢()

3 9 81 243
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Exercice 1
1. Soit le signal f, 2r-périodique, défini sur [0; 27| par

[t st te|0;m]
f(t) = { 0 si te|m2n]
(a) Représenter f sur [—27;27].
A
3 4
2 4
1 4
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

—1

2. On considére la fonction périodique définie par h(t) = f(—t) + f(?).
(a) Représenter h sur [—2m; 27].

A

ap %
an= 2 ((-1)"=1)
bp, = _71(_1)n
Montrer que la série de Fourier de h est Sy,(t) = 24 f A=Y -1 cos(nt)
q MY p—— ™n? '

On sait que la série de Fourier de f est

Si(t) = % + Z % cos(nt) + %1(—1)" sin(nt).

De plus, la série de Fourier de g(t) = f(—t) est
Sy(t) = 5y(=1)

= % + i % cos(—nt) + %1(—1)" sin(—nt)
= % + Z % cos(nt) — %1(—1)” sin(nt)
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Donc la série de Fourier de h est

Sp(t) = S¢(t) + Sy(t) = % + % + §2 X % cos(nt).

(c) Calculer Iénergie moyenne de h.
On utilise le fait que la fonction h? est paire :

By = - /ﬂ(h(t))zdt

2

1 s
= — x2 £)2dt
- x /O<>

— l lt?’ "
T3 g
1 1,
— — X —
T 3"
-3
(d) Grace a l'identité de Parseval, en déduire que ), m = g—;.

D’apreés l'identité de Parseval :
12
_ 2 2 | 72
E(h) =ag+ §;an+bn

On connait toutes les informations qui composent cette égalité. On remplace et on
obtient

3 4 2 — m2n4
2 +o0 _1\n _ 2
S (G VA Y)
12 72 — nt
2 2 +0o n 2
|
VL Y (G Vi)

Les termes pairs de la somme du membre de droite de la derniére égalité étant nuls, on
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peut séparer la somme en 2 et ne garder que la somme des termes impairs :

™ &K (((=1)" = 1))
N
Y (VR
< ﬂ_; 2n+ 1)t
™K ()
< ﬂ_nzzo(znﬂ)4
il o= 1
< 224;(%“)4

Exercice 2
1

1422

=1—u+u®—ud+ut + ue(u).

1. Donner le développement limité en 0 & ’ordre 4 de

. 1 1
On sait que le DL4(0) de T u est T a

On effectue le changement de variable v = 2% (on peut car lim,_,oz? = 0). On obtient

1
1+ 22

=1—2%+ 2"+ 2%(2)

(tous les termes de degré strictement supérieur a 4 « sont rangés » dans le terme d’erreur.)

2. En déduire le développement limité en 0 a ordre 5 de arctan(z).

On sait que arctan est une primitive de la fonction = — Donc, par intégration du

1+ 2%
DL4(0) de la question précédente, on obtient

1 1
arctan(x) = arctan(0) + x — gx?’ + gx5 + 2°¢(x)

Or arctan(0) = 0 donc le DL5(0) de arctan est

1 1
arctan(zx) = r — gzv?’ + gxs + 2e(x)
t —
3, Caleuler lim 0
z—0 x3
On utilise le DL3(0) de arctan :
. arctan(z) — x . x— 3P+ 2e(x) —x
lim ————— = lim
z—0 3 z—0 3
‘ s + 1e(x)
= lim
z—0 x3
= glcl_% —— 4 ¢€(x)
B 1
3
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4. Calculer le développement limité en 0 a 'ordre 3 de In(1 + arctan(z)).

1 1
On sait que le DL3(0) de In(1 + u) est In(1 +u) = u — §u2 + gu?’ + ue(u).

On remplace u par le DL3(0) de arctan (on peut car lim, ,oarctan(z) = 0). On obtient

In(1-+arctan(z)) — (x - %x?’ + x%(x)) —% (x - %x?’ + x?’e(x))3+% (x - %x?’ 4 x3e(x))3+x3e(x)

On développe et on tronque a l'ordre 3 :

1 1 1
In(1 + arctan(z)) = = — §x3 - 51'2 + 5:53 + 2e(x)
Le DL3(0) de In(1 + arctan(z)) est donc
1

In(1 + arctan(z)) = = — §x2 + 2%e(x)

. En déduire lirré(l + arctan(z))"/*.
T—

On utilise le DL3(0) de la question précédente :

hm(]_ ‘l‘&fCt&H([L’))l/x — lim eln((l—i-arctan(;p))l/x)
z—0 z—0
— lim 6% In((14arctan(z)))
z—0
= lim e%x(m—%mz-}x%(x))
z—0
= lim 61—%~’C+I26(I))
z—0
= €

Exercice 3
On considére la fonction F' définie par

o (141)+ (549
1

1
1. Donner les transformées de Laplace inverse de Fi(p) =1+ — et de Fy(p) = ——.

P p+1
On identifie
A =0@)+U) et folt) = U)

2. En utilisant un produit de convolution, donner la transformée de Laplace inverse de F.

On note f la transformée de Laplace inverse de F'. On a f(t) = fi x fa(t). Or
fix fat) = 0 fot) + U * fot)

Donc

fix f2(t) = folt) + /Ot e Tdal(t)

t

= eUR) + [—e "] U)
= e U) — e Ut) + U
= U(t)
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Remarque : La méthode imposée ici n’est évidemment pas judicieuse ... en effet

1 1 1 1 1
F(P)=<1+—)x< >:p+ X = -
P p+1 P p+1 p

Exercice 4
On rappelle que II est la fonction porte de support [—%; %]

1. Soient les fonctions f et g définies par :

f(t) =311t - %) L <¥)

(a) Représenter f et g.
Le graphe de f est :

Le graphe de g est :

—1

(b) Déterminer le produit de convolution de f et de g.
On doit déterminer le résultat de fj;o f(z)gt — x)dz en fonciton de t.
On « retourne » la courbe de g puis on la fait « glisser » de gauche a droite.
On calcule alors laire sous la courbe de f sur l'intervalle pour lequel f(z) et g(t — x)
sont simultanément non nul.
On obtient
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2. Soit la fonction A définie par

h(t) = 201(t — 1) — TI(t + 2),

Déterminer le signal s telle que h puisse s’écrire sous la forme II * s.
Le signal s est

s(t) = 20(t — 1) — 6(t +2)

( Formulaire )

Fonction | Transformée de Laplace
1
—atu t
¢ (t) p+a
1
Ult) -
p
1
tU(t) E
. n!
¢ U(t) pn+1

Fonction | Transformée de Laplace
o(t) 1
1
te U (t
U (p+a)?
cos(wt)U(t) b
p2 + w?
w
i U (t
sin(wt)U (t) PR

7/7




