
Semestre 3 - Mathématiques - DS 2

Mathématiques - Devoir Surveillé 2

Vendredi 24 novembre 2017 - Durée : 1h30

Tous do
uments et appareils éle
troniques sont interdits.

Toute réponse doit être rigoureusement justi�ée et une attention parti
ulière sera portée à la réda
tion

et à la présentation.

Questions de 
ours :

1. Enon
er la formule de Taylor.

Soit n ∈ N. Soit f une fon
tion au moins n fois dérivable au voisinnage de 0. Le DLn(0)
de f est

f(x) = f(0) + f ′(0)x+ f ′′(0)
x2

2
+ . . .+ f(n)(0)

xn

n!
+ xn+1ǫ(x)

où ǫ(x) est une fon
tion qui tend vers 0 en 0.

2. En déduire le développement limité à l'ordre 4 en 0 de

3
√
1 + x.

On pose f(x) = 3
√
1 + x = (1 + x)

1

3
. Les dérivées su

essives de f sont

f ′(x) =
1

3
(1+x)−

2

3 f ′′(x) = −2

9
(1+x)−

5

3 f (3)(x) =
10

27
(1+x)−

8

3 f (4)(x) = −80

81
(1+x)−

11

3

Et les valeurs des dérivées su

essives en 0 sont

f ′(0) =
1

3
f ′′(0) = −2

9
f (3)(0) =

10

27
f (4)(0) = −80

81

Don
 d'après la formule de Taylor-Young, le DL4(0) de f est

3
√
1 + x = 1 +

1

3
x− 1

9
x2 +

5

81
x3 − 10

243
x4 + x4ǫ(x)
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Exer
i
e 1

1. Soit le signal f , 2π-périodique, dé�ni sur [0; 2π[ par

f(t) =

{

t si t ∈ [0; π]
0 si t ∈]π; 2π[

(a) Représenter f sur [−2π; 2π].

1

2

3

−1

1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6

2. On 
onsidère la fon
tion périodique dé�nie par h(t) = f(−t) + f(t).

(a) Représenter h sur [−2π; 2π].

1

2

3

−1

1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6

(b) Sa
hant que les 
oe�
ients de Fourier trigonométriques de f sont :











a0 =
π
4

an = 1
n2π

((−1)n − 1)

bn = −1
n
(−1)n.

Montrer que la série de Fourier de h est Sh(t) =
π

2
+

+∞
∑

n=1

2((−1)n − 1)

πn2
cos(nt).

On sait que la série de Fourier de f est

Sf(t) =
π

4
+

+∞
∑

n=1

((−1)n − 1)

πn2
cos(nt) +

−1

n
(−1)n sin(nt).

De plus, la série de Fourier de g(t) = f(−t) est

Sg(t) = Sf (−t)

=
π

4
+

+∞
∑

n=1

((−1)n − 1)

πn2
cos(−nt) +

−1

n
(−1)n sin(−nt)

=
π

4
+

+∞
∑

n=1

((−1)n − 1)

πn2
cos(nt)− −1

n
(−1)n sin(nt)
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Don
 la série de Fourier de h est

Sh(t) = Sf (t) + Sg(t) =
π

4
+

π

4
+

+∞
∑

n=1

2× ((−1)n − 1)

πn2
cos(nt).

(
) Cal
uler l'énergie moyenne de h.

On utilise le fait que la fon
tion h2
est paire :

E(h) =
1

2π

∫ π

−π

(h(t))2dt

=
1

2π
× 2

∫ π

0

(t)2dt

=
1

π

[

1

3
t3
]π

0

=
1

π
× 1

3
π3

=
π2

3

(d) Grâ
e à l'identité de Parseval, en déduire que

∑

k≥0
1

(2k+1)4
= π4

96
.

D'après l'identité de Parseval :

E(h) = a20 +
1

2

+∞
∑

n=1

a2n + b2n

On 
onnaît toutes les informations qui 
omposent 
ette égalité. On rempla
e et on

obtient

π2

3
=

π2

4
+

1

2

+∞
∑

n=1

(

2× ((−1)n − 1)

πn2

)2

⇔ π2

3
− π2

4
=

1

2

+∞
∑

n=1

4× (((−1)n − 1))2

π2n4

⇔ π2

12
=

2

π2

+∞
∑

n=1

(((−1)n − 1))2

n4

⇔ π2

12
× π2

2
=

+∞
∑

n=1

(((−1)n − 1))2

n4

⇔ π4

24
=

+∞
∑

n=1

(((−1)n − 1))2

n4

Les termes pairs de la somme du membre de droite de la dernière égalité étant nuls, on
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peut séparer la somme en 2 et ne garder que la somme des termes impairs :

⇔ π4

24
=

+∞
∑

n=1

(((−1)n − 1))2

n4

⇔ π4

24
=

+∞
∑

n=0

(((−1)2n+1 − 1))
2

(2n+ 1)4

⇔ π4

24
=

+∞
∑

n=0

((−2))2

(2n+ 1)4

⇔ π4

24
= 4

+∞
∑

n=0

1

(2n + 1)4

⇔ π4

96
=

+∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)4

Exer
i
e 2

1. Donner le développement limité en 0 à l'ordre 4 de

1

1 + x2
.

On sait que le DL4(0) de
1

1 + u
est

1

1 + u
= 1− u+ u2 − u3 + u4 + u4ǫ(u).

On e�e
tue le 
hangement de variable u = x2
(on peut 
ar limx→0 x

2 = 0). On obtient

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 + x4ǫ(x)

(tous les termes de degré stri
tement supérieur à 4 � sont rangés � dans le terme d'erreur.)

2. En déduire le développement limité en 0 à l'ordre 5 de arctan(x).

On sait que arctan est une primitive de la fon
tion x 7→ 1

1 + x2
. Don
, par intégration du

DL4(0) de la question pré
édente, on obtient

arctan(x) = arctan(0) + x− 1

3
x3 +

1

5
x5 + x5ǫ(x)

Or arctan(0) = 0 don
 le DL5(0) de arctan est

arctan(x) = x− 1

3
x3 +

1

5
x5 + x5ǫ(x)

3. Cal
uler lim
x→0

arctan(x)− x

x3
.

On utilise le DL3(0) de arctan :

lim
x→0

arctan(x)− x

x3
= lim

x→0

x− 1
3
x3 + x3ǫ(x)− x

x3

= lim
x→0

−1
3
x3 + x3ǫ(x)

x3

= lim
x→0

−1

3
+ ǫ(x)

= −1

3
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4. Cal
uler le développement limité en 0 à l'ordre 3 de ln(1 + arctan(x)).

On sait que le DL3(0) de ln(1 + u) est ln(1 + u) = u− 1

2
u2 +

1

3
u3 + u3ǫ(u).

On rempla
e u par le DL3(0) de arctan (on peut 
ar limx→0 arctan(x) = 0). On obtient

ln(1+arctan(x)) =

(

x− 1

3
x3 + x3ǫ(x)

)

−1

2

(

x− 1

3
x3 + x3ǫ(x)

)3

+
1

3

(

x− 1

3
x3 + x3ǫ(x)

)3

+x3ǫ(x)

On développe et on tronque à l'ordre 3 :

ln(1 + arctan(x)) = x− 1

3
x3 − 1

2
x2 +

1

3
x3 + x3ǫ(x)

Le DL3(0) de ln(1 + arctan(x)) est don


ln(1 + arctan(x)) = x− 1

2
x2 + x3ǫ(x)

5. En déduire lim
x→0

(1 + arctan(x))1/x.

On utilise le DL3(0) de la question pré
édente :

lim
x→0

(1 + arctan(x))1/x = lim
x→0

eln((1+arctan(x))1/x)

= lim
x→0

e
1

x
ln((1+arctan(x)))

= lim
x→0

e
1

x
×(x− 1

2
x2+x3ǫ(x))

= lim
x→0

e1−
1

2
x+x2ǫ(x))

= e

Exer
i
e 3

On 
onsidère la fon
tion F dé�nie par

F (p) =

(

1 +
1

p

)

×
(

1

p + 1

)

1. Donner les transformées de Lapla
e inverse de F1(p) = 1 +
1

p
et de F2(p) =

1

p + 1
.

On identi�e

f1(t) = δ(t) + U(t) et f2(t) = e−tU(t)

2. En utilisant un produit de 
onvolution, donner la transformée de Lapla
e inverse de F .

On note f la transformée de Lapla
e inverse de F . On a f(t) = f1 ⋆ f2(t). Or

f1 ⋆ f2(t) = δ ⋆ f2(t) + U ⋆ f2(t)

Don


f1 ⋆ f2(t) = f2(t) +

∫ t

0

e−xdxU(t)

= e−tU(t) +
[

−e−x
]t

0
U(t)

= e−tU(t)− e−tU(t) + e0U(t)
= U(t)
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Remarque : La méthode imposée i
i n'est évidemment pas judi
ieuse ... en e�et

F (p) =

(

1 +
1

p

)

×
(

1

p+ 1

)

=
p+ 1

p
× 1

p+ 1
=

1

p

Exer
i
e 4

On rappelle que Π est la fon
tion porte de support [−1
2
; 1
2
].

1. Soient les fon
tions f et g dé�nies par :

f(t) =3Π(t− 1

2
) + Π

(

t− 2

2

)

g(t) =Π

(

t

2

)

.

(a) Représenter f et g.

Le graphe de f est :

1

2

3

−1

1 2 3 4 5−1−2−3

Le graphe de g est :

1

2

3

−1

1 2 3 4 5−1−2−3

(b) Déterminer le produit de 
onvolution de f et de g.

On doit déterminer le résultat de

∫ +∞

−∞
f(x)gt− x)dx en fon
iton de t.

On � retourne � la 
ourbe de g puis on la fait � glisser � de gau
he à droite.

On 
al
ule alors l'aire sous la 
ourbe de f sur l'intervalle pour lequel f(x) et g(t− x)
sont simultanément non nul.

On obtient
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1

2

3

4

−1

1 2 3 4 5−1−2−3

2. Soit la fon
tion h dé�nie par

h(t) = 2Π(t− 1)− Π(t+ 2),

Déterminer le signal s telle que h puisse s'é
rire sous la forme Π ∗ s.
Le signal s est

s(t) = 2δ(t− 1)− δ(t + 2)

✞

✝

☎

✆Formulaire

Fon
tion Transformée de Lapla
e

e−atU(t) 1

p+ a

U(t) 1

p

tU(t) 1

p2

tnU(t) n!

pn+1

Fon
tion Transformée de Lapla
e

δ(t) 1

te−atU(t) 1

(p+ a)2

cos(ωt)U(t) p

p2 + ω2

sin(ωt)U(t) ω

p2 + ω2
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