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Tous documents et appareils électroniques sont interdits
Toute réponse doit étre rigoureusement justifice et une attention particuliére sera portée a la rédaction et a la

présentation.

Exercice 1
Donner le domaine de convergence des transformées en Z des signaux suivants :

1. x1(n) = =2 x (=3)"U(n).
On sait qu’une suite géométrique a pour rayon de convergence le module de sa raison. Donc le
domaine de convergence de x; est

D ={z¢€Ctq.|z| >3}

1
On utilise le critére de D’Alembert pour calculer le rayon de convergence :

R = lim

n—oo

Donc le domaine de convergence de x5 est
D ={z€Ctq.|z| > 1}

3. x3(n) = n!U(n). On utilise le critére de D’Alembert pour calculer le rayon de convergence :

!
:limwzlimn—l—l:—i-oo

n—o0 n! n—o0

R = lim 3(n)

Donc le domaine de convergence de x3 est vide.

Exercice 2 Les questions suivantes sont indépendantes.

1. On consideére le signal causal z(n) donné par x(n) = 0 pour n > 6 et :

3 {
2  J
1 @
T T L 4 T —>
l 1 2 3 4 5

Déterminer les transformée en Z des signaux suivants :
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(a) x1(n) = z(n — 2). La transformée en Z de x est X(2) =2+ 2271 + 3272 + 27%. Donc

Xi(2) =22X(2) =222 4223 4 3274 4 276

(b) w2(n) = x(n + 2)U(n). La transformée en Z de x est X (z) =2+ 2271 + 3272 + z=%. Donc

X1(2) = 22X (2) —2(0) —2(1)z7Y) = 22(X(2) =2 — 221 = 223272+ 27 =3 + 272

Z—2

2. Soit y(n) un signal discret dont la transformée en Z est Y (z) = e
—z

Déterminer la transformée en Z de z3(n) = 2" x y(n).

z
D’apreés les propriétés de la transformée en Z : X3(2) =Y <§> donc

4272
Xy(2) = — 2
3(2) (1—2.-1)-3
L1
3. Soit w(n) un signal discret dont la transformée en Z est W(z) = =i
— 2z
Déterminer la transformée en Z de x4(n) = nw(n).
D’apreés les propriétés de la transformée en Z : X,(z) = —zW’(z) donc
Xa(z) = _2—2’2(1 —z ) =27l x 2272 _ _2—2’2 4+ 2273 — 2273 _ 271
(1 —2z71)2 (1 —221)2 (1 —2z-1)2

Exercice 3 Calculer la transformée inverse de :

1. Xi(2) = ﬁ On fait une décomposition en éléments simples de X; (aprés avoir mis z en
z z—
facteur) :
1 1
1 4 4 1 =z 1 =z 1 1 1 1
X e _— = X RS — — JR— e — —
1(2) 2(2—1)(2+3) - z—1 z+43 4z—1 4z+3 41—2z1 414371
On identifie alors ) )
z1(n) = -Un) — 2 (=3)"U(n)
4 4
21 21

2. Xo(z) = 5+ On sait que la transformée en Z de y(n) = nld(n) est Y(z) =

(14271
On observe donc que X5(2) = =Y (—z), donc

1
3. X3(2)=2"2-223+ 52_5. Le signal x3 est une somme de Dirac retardés :

25(n) = 6(n — 2) — 25(n — 3) + %5@ _5)

Exercice 4

2/5



o

S PARIS
S
Semestre 3 - Mathématiques - DS 2

IUT DE CACHAN

1. Calculer la transformée de Fourier des fonctions suivantes :

. 1
1 si |x|§ﬁ,

() filt) = {O si sinon .

On peut écrire fi(t) = Il (wt), avec I la fonction porte. Donc la transformée de Fourier de f;

est i
Fi(s) = - Fy (2) = 1 M _ 1 sin(s)
s

(b) fo(t) = e~2 On sait que la transformée de Fourier de la fonction f(t) = e~ 1! est F,_(s) =
(on peut facilement retrouver ce résultat par un calcul intégral). Or fo(t) = f(27t)

1+ 47282
donc la transformée de Fourier de f;5 est
1 s 1 2 1 1
FQ(S):Q_FE*M<2_>:2_X s 2:_X1+2
s T T 442 (2_> s S
™

2. En déduire la transformée de Fourier des fonctions suivantes :
sin(t
®) . D’aprés le cours la transformée de Fourier de la transformée de Fourier de f

(@) fott) = 20
est égale & f(—t). La fonction f3 est égale (a un facteur 7 prés) a la transformée de Fourier

de la fonction f;. Donc
fg(t) = WFl(t) - Fg(S) = 7Tf1(—8) = 7Tf1($>

1 1
De méme qu’a la question précédente :

(b) fu(t) = FERTE

f1(t) = B5(1) = Fi(s) = fo(=s) = fa(s)

Exercice 5 Filtre IIR
On rappelle que la discrétisation, avec une période d’échantillonage T,, d’un filtre IIR dont la fonction

, permet d’écrire I’équation de récurrence

de transfére est F'(jw) =
14 72—
Wo

S(n) =aE(n)+bS(n—1)

ou a et b sont des constantes liées a wy et la fréquence d’échantillonage T,

et ot S(n) est la réponse pour un signal d’entrée E(n)
1. (bonus) Montrer que pour T, = 8kH z et wy = 6000rad.s™* on obitent a = - et b = —(on approximera 1’op
On sait que F(jw) = o On pose p = jw, I'égalité s’écrit alors
1422
Wo

F(p)+wi0pF(p) =1
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S(t
Or F(p) est la transformée de Laplace de B (par abus de notation on notera indifféremment

S(t) et E(t) les signaux temporels de sortie et d’entrée ou S(p) et E(p) leur transformée de
Laplace respéctives). Ainsi

S(p) 1 Sp) 1 _
ORI S) + -pS(p) = E(p)

Par transformée de Laplace inverse on obtient (on rappelle que pF(p) est la transformée de
Laplace ce f'(t)) :

S(t) + iS’(t) = E(t)

Wo
On échantillonne avec la fréquence T, :
1 S(n)—S(n—1) 1 1
— =F 1 =F —1
S(n) + o T (n) < S(n) x (14 T (n) +S(n )one
Or weT,. = 6000 x L _3 d
b ote = 8000 4’ ¢
7 4 3 4
§S(n) =FE(n)+ gS(n —1)< S(n) = ?E(n) + ?S(n - 1)

3 4
identifie a = = et b = —.
On identifie a 7e -

2. Montre que la transformée en Z de S(n), lorsque E(n) est un Dirac (réponse impulsionnelle) est
1
X(z)=a—
() 12

On applique la transformée en Z a la relation : S(n) = ad(n) +bS(n — 1) :

X(2)=a+bz" "X (2)

ol X(z) est la transformée en Z du signal discret S. Donc

1
X(Z) X (1—b2_1):a<:>X(Z>:CLX m
Déduire la valeur de S(n) en fonction de n lorsque E(n) est un Dirac (réponse impulsionnelle).

On déduit le résultat de la question précédente en déterminant la transformée en Z inverse de
X(z):

S(n) =ax (b)"U(n)

Exercice 6 Dans le graphique ci-dessous est représenté la transformée de Fourierd'une certaine fonc-
tion f.

2.0 4
1.5 1
1.0
/I\
20-15-10-05 | 05 10 15
—0.5 1
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Quelle est la représentation graphique de la transformée de Fourier de la fonction g(z) = f(2x)?
La bonne réponse est la réponse 2. Si on note F' et G les transformées de Fourier de f et g, on a la
relation suivante

1 s
G037 (3
(5)=5F (5
On cherche donc une fonction dont 'amplitude est de 0.5 et telle que la forme de la courbe est étirée
horizontalement avec un facteur 2.

1.5 1

1.0 1

0.5 1

2.0 —1.5 —1.0 —0.5 0.5 1.0 15 2.0 ~1.5 1.0 —0.5 0.5 10 15
1 ~0.5 3 ~0.5
A A
1.0 1.0
20 15 —1.0 —0.5 05 10 15 20 15 1.0 0.5 05 10 15
9 ~0.5 A ~0.5
. s b . . o0 gin?(z)
Exercice 7 En utilisant I'identité de Parseval, calculer l'intégrale : I = S—d.
x
—00
On peut écrire
+o0 : 2 +o0
sin(x
I :/ (J) dx :/ (f5(x))? dx
—00 T —00
N Sin(‘/p> . 92 . 9 N IR L 400 2
ou f3(x) = est la fonction de I'éxercice 4. D’apres I'identité de Parseval ona I = [~ (F3(s)) ds.
T

Donc

o
1
, [
= 7 1ds
1
“ar
L 2
= WQ[S]Q’TI :7r2><2—:7r
T 2r T
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