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Chapitre 1

Suites et séries numériques

Exercice 1 Attention a lU’écriture!
Soit trois suites (Un)neN , (Un)nen et (wy)nen respectivement définies par

7 1\"
Uy, = gnz, vp, = 3n + 4, Wy, = <§> .

Calculer :

1. uio42 €t uig + 2, 2. vg2 et v%, 3. Wy;.

Exercice 2 Calcul des premiers termes
Calculer les 3 premiers termes de la suite (pour les suites définies de maniére récurrente on prendra
Up=1):

1. Upp1 =20, + 1, 2. Upyr =29 +1, 3. Upy1 = 2U, +n.

Exercice 3 Arithmétiques ou géométriques ?
Dire si les suites suivantes sont arithmétiques ou géométriques ou ni I'une ni autre (pour les suites
définies de maniere récurrente on prendra Uy = 1).

L. Un = 3%7 3. UTL+1 - 5Un + 1, 5. Un+1 = %
2. Upit = Uy + 5, AU, =2+n,

Exercice 4 Limites de suites géométriques
Montrer que les suites sont des suites géométriques et les écrire sous la forme Uy X ¢" puis déterminer la
limite en +oc.

™

1. U, =27, 2. U, = (vV2)*, 3 (3)‘2” 4. u, = 2.
. n — Y



Exercice 5 Calcul de sommes
Calculer les sommes suivantes :

10 6
1) 5k +4, 2. ) 3x2",
k=0 n=2

Exercice 6 Calculs de sommes infinies

N
Soit N € Net Sy = Z ug. Dans chacun des cas suivants, exprimer Sy en fonction de IV puis en déduire
k=1
li .
Ngnoo SN
1. u, =0.1 \ v2\" 4. uy =20
Uy = [ —
2. U, =n " 2 5. U, = (—=1)"

Exercice 7 Divergence de séries par comparaison
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

N
1
1. Soit N e Net Sy = —.
" ; vk
(a) En remarquant que, pour tout k € {1... N} on a ﬁ > \/—% : Montrer que Sy > v/N.

(b) Calculer A}im Sn. La série de terme général u,, = est-elle convergente ?
—00

1
Vn
M1
2. Soit Hy = Z T
k=1
(a) Montrer que : Hy > 2, Hg > % et Hig > 3.
n

On admet que Vn > 2, Hon > 1+ 5

+o00
1
(b) En déduire que la série Z z diverge.
k=1

Exercice 8 Télescopage
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

N
1
1. Considérons la suite (uy),>1 définie par w, = TR On note Sy = kz_:luk
(a) Calculer Sq, So, Ss.
b
(b) Déterminer deux réels a et b tels que, pour chaque n € N* u,, = - j_ 5 + P

(c) Exprimer Sy en fonction de N puis en déduire A}im Sn.
—00

2. Pour tout N > 2, on pose
N
1
k=2
(a) Calculer So, S3, Sy.
(b) Montrer que : Vk > 2, up =In(k+ 1) + In(k — 1) — 21n(k).
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N
(¢) En déduire l'expression de Sy = Zuk en fonction de N, puis la valeur de la somme S =
k=2
lim Sy.
N—o0

Exercice 9 Séries géométriques
Déterminer la nature (convergente ou divergente) des séries suivantes :

TR e TT I exp

Exercice 10 Equivalence en +ooc & critére de Riemann

1. Les suites U, et V,, sont elles équivalentes en 400 ?

2n+3 1 1
n_2n3—3n2—|—1 n_n () n—n( +p)e n_m

2. Pour chacun des cas précédent, en déduire la nature des séries de termes général U,.

Exercice 11 Comparaison & critére de Riemann
Déterminer la nature (convergente ou divergente) des séries suivantes :

n(n 1 1 sin?(n
L Z# 2 ZH 3. Zln(n) 4. Z (n)

ny/n

Compléments

Exercice 12
Soit (Uy)nen une suite géométrique de raison g et de premier terme Uj.

1 1
1. Déterminer q et Uy sachant que Us = 2 et Ug = 2048
N
2. Déterminer, en fonction de N, la valeur de Sy = Z Us.
k=2

3. Que vaut la limite de Sy quand N tend vers +oco?

Exercice 13
Dans chacun des cas ci-dessous exprimez u,, en fonction de n.

1. (uy) est une suite arithmétique telle que : uz = 2 et uy; = 0.

2. (uy) est une suite géométrique de raison g telle que : ¢ = 2 et ug + uj + - - - + uy = 510.
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Exercice 14 Soit la série :

1. Calculer Sy, S5 et Ss.
2. Exprimer Sy en fonction de N.

3. En déduire la nature de la série.

Exercice 15 les questions suvantes sont indépendantes.

1. Déterminer la nature (convergente ou divergente) des séries suivantes :

= . 1 = ln(n2 +1) I T 1
(a) sin [ 1+ — (d) —_ (2) tan” [ = + =
;::1 ( n> ;::1 n3 & ;::0 <6 n>
400 400
(’I’L _ 1)7 . 1 n
(b) ;(\/ﬁ+3)(n2+2)4 © ;2 <3n—|—1>
“+oo 62 n —+o0 n
() ; <5> 0 2

n=1

2. Donner un exemple de suite géométrique (U,,) telle que la série de terme général U,, converge vers

“+o0
la valeur -2 : ¢’.-a-d. Z U, = —-2.

n=0
Exercice 16
+o0o
1. On sait que la série de terme général U, = 372"+ converge. Que vaut Z U,?
n=0
1 =
2. O it que la série de terme général V,, = ———— converge. Que vaut Vi ?
n sait q g e ge. Q ,;n
+00
3. Donner un exemple de suite (I¥,,) telle que la série de terme général W), converge vers 7 : Z Wy =
n=0
7.
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Chapitre 2

Révisions sur le calcul intégral

Exercice 1 Calculs de primitives
Calculer les intégrales suivantes :

2
1. Il :/ I—|—Oétdt
-1

2
2. I = / 25 — 53 + 4¢dt
—1

2
3
Iy = d
3 /11—295””

+00 T
4. [4:/ 3 dx
1 X +3

+oo 1

|
Ig = —dt
0 /—1 t2+9

Exercice 2 Fonctions trigonométriques
Calculer les intégrales suivantes :

2 1
1. I; = / cos <§x> dx
-3

2. I = /3 sin(4z)dx

s
3

©w

2

1
7. I3 = / f(t)dt ou f est la fonction définie
0

par le graphe suivant

A
3
2</\
-4 -3 =2 -1 | 1 2 3 4
1
—9 ]
—3

jus

’ sin(3x) cos(3x)dx

w
&
Il

™

sin(t) cos(z)dt

) sin(t) cos(z)dz

o
&
I

o~
=
Il

S— >— >—



Exercice 3

On considere la fonction définie par le graphe suivant

A
3

=N E—

1 4

a

O
-4 =3 =2 -1

—o
—3
+oo
1. Calculer / f(t)de
+o0 T
2. Calculer / f(t)sin (nEt) dt (avec n € N¥)

“+oo
3. Calculer / f(t) cos <n t) dt (avec n € N¥)

—00

v 3

Exercice 4 Linéarisation ?
Calculer

T
1. I:/ cos?(t)dt
0

3
2.0~ [

3. K =

B}

sin(2t) cos(3t)dt

3 w3

sin(6t) cos?(5t)dt

—T

Exercice 5 D.E.S.?
Calculer

0 X
LIi=] —% 4
/_1x2—3w+2 v
22+ 3

1
2= [ G

Exercice 6 I.P.P!

A T'aide d’une intégration par parties, calculer :
1
1. I= / (1 —t)e!=3dt
0

On rappelle que la dérivée de arcsin est x +—

“+oo
2. J:/ te Ptdt
0

1
V1—22

w/2
4. L:/ cos(t) cos(3t)dt
0

w/2
5. M:/ cos(t) sin?(t)dt
0

3 42

0
. K= d
3 /_1w3—x2+x—1x

1
3. K:/ arcsin(x)dx
0
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Exercice 7 Changement de variable
1. Calculer I; = /2 cos®(z) sin?(z)dx
0
1
2. Calculer I, = / du en posant x = e".
0 1 + el
Compléments
Exercice 8 Calculer les intégrales suivantes :
522 4 21x + 22
2 6. N = d
1. I= / cos?(x) sin? (z)dx / @132 20— 3) x
2. J = d z+1
/1 xIn(x) v 7. 0 = / —5 5 5 dT
/2 (2 + 2x)?
3. K= / t4 tan’ (t)dt
_1”/2 8. P= cos3(ac) sin?(x)dz (on pourra poser
0
4. L :/ arctan(x)dx u = sin(z))
0
4 e 6
1—-vt 2 3
5. M = Ve i 9@:/ Y 20
1 Vi 1y HT

Exercice 9 Calculer I'intégrale suivante :

T tIn(t)
= B \7
/ﬁ it epd

Exercice 10  Soit 0 < a < b, calculer 'intégrale suivante :

b dt
_L\K%mW—m

On pourra poser ¢ = acos?(u) + bsin?(u).
Exercice 11  Déterminer une primitive de la fonction suivante :

f(z) = (22 — x4 3)e*™
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Chapitre 3

Séries de Fourier

Exercice 1
Mettre sous la forme s(t) = Asin(wt + @), avec A > 0, les signaux suivants :

1. s(t) = cos(bnt) + sin(5rt)

t) = cos(25mt) + /3 sin(257t)
t) = —sin(37t)

t) = —3 cos(—2nt)

= W N

. s(
. s(
s

Exercice 2 Valeur moyenne
Pour chacun des signaux périodiques suivants, calculer la valeur moyenne.

1. f(t) = cos(2nt)

2. f(t) = —4 + 5sin(3t)

3. f est de période 2 avec f(t) =t sur [0,2]
4. f est de période 2 avec f(t) =t sur [—1,1]

Exercice 3 Spectre
Représenter les spectres de phase (par rapport au sinus) et d’amplitude de chaque signal temporel :

1. f(t) = 6.cos(107t) — 5cos(207t) + 3 cos(30mt) + /3 cos(40mt)

1
2. f(t) = =2+ 4v/2sin(507t) + 2v/2sin(1007t) 4 /2 sin(2007t) — 5\/5 sin(3007t)

3. f(t) =24 3cos(1007t) + 5 cos(200mt) + 5sin(2007t) + /3 cos(4007t) — sin(4007t) + 4 sin(8007t)
4. f(t)

t

1
3 + cos(wt) + 5 cos(2wt) + 5sin(2wt) + sin(3wt) — cos(3wt) — v/2 cos(4wt)

Exercice 4 Energie moyenne
Pour chacun des signaux périodiques suivants, calculer ’énergie moyenne.

1. f(t) = cos(2nt)
2. f est de période 27 avec f(t) =2 sur [0, 7] et f(t) =0 sur [r, 27|
3. f est de période 2 avec f(t) =t sur [0,2]

11



Exercice 5 Valeur moyenne

Pour chacun des signaux périodiques suivants, calculer la valeur moyenne.

1. 4.

P

2.5
2.0
1.5
1.0
0.5

-3 -2 —lgs | 1 2 3 —

Exercice 6 Série de Fourier On considere le signal temporel s suivant :

A
— 2 — p—
1
42 41
—1
— — —
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Quelle(s) propriétés peut-on donner ? (périodicité, parité, amplitude...)
Quelle est la valeur moyenne du signal 7
Calculer les coefficients de Fourier de ce signal.

Donner les spectres de phase et d’amplitude des 5 premieres harmoniques de la série de Fourier.

AN I

On appelle Sy la fonction définie sur [—2;2] par

N
Sn(t) = ag + Z ay cos(nwt) + by, sin(nwt)
n=1
ou a, et b, sont les coefficients de Fourier de f.
(a) Tracer a la main Sy sur [—2;2].

(b) A Paide d’un logiciel graphique, représenter la fonction Sg sur [—2;2].

Exercice 7 Calculs de coefficients de Fourier
On considere la fonction f périodique, de période 27 et telle que f(¢) =t pour tout ¢ € [0; 27|

1. Calculer les coefficient de Fourier de f puis écrire le développement en série de f.

2. Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction 27 périodique définie par : g(t) = ¢ sur [—m; 7[.

Exercice 8 Calculs de coefficients de Fourier
Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction f(t) = 2 4 cos(t) + sin(2t).

Exercice 9 Calculs de coefficients de Fourier
On considere la fonction u définie sur R par u(t) = | sin(t)].

1. Déterminer la série de Fourier de w.

2. Déduire du développement en série de Fourier de u, les développements en série de Fourier des
fonctions g et h définies par

g(t) =|cos(t)] et h(t) =max{0,sin(t)}

Exercice 10 Calculs de coefficients de Fourier
Soit f la fonction 27 périodique définie sur | — 7, 7] par

e si te]l—m,
ft)=14 e T +e"
2 si t=m

Déterminer les coefficients de Fourier exponentiels de f.

Exercice 11 Série de Fourier et énergie moyenne
Soit f la fonction définie sur R par :

f est périodique de période 2
t
f(t)zapour0§t<1
t
f(t)zl—gpour1§t§2

1. Représenter f sur Uintervalle [—2;2].

2. Calculer les coefficients de Fourier de f.
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3. Tracer le spectre d’amplitude des 4 premieres harmoniques de la série de Fourier de f.
24
4. Calculer U? off = / fet

5. Calculer V2 = =al+ = (al + a3 + a3 + a?) et comparer ce résultat & U2 off

2

Exercice 12 Energie moyenne
Soit f un signal 27 périodique de valeur moyenne nulle. On donne le spectre d’amplitude de f :

A
2.0

1.5

1.0
05 | I

™0 T 1 T 1 T 1 T 4 T 2 g

950 051,015 2.0 25 310 3,5 4.0 4.5 5.0 5.5

1 2m
Déterminer la valeur de 1’énergie moyenne E(f) = o / f(t)2dt.
T Jo

Exercice 13 Pour aller plus loin !
Soit le signal f, 2m-périodique, défini sur [0; 27| par

[t st te[0;m]
)= { 0 si te]m2n]
Et soit A le signal défini par h(t) = f(—t) + f(¢).

1. Représenter f puis h sur [—2m;27].

2. Sachant que les coefficients de Fourier trigonométriques de f sont :

T
ayg = Zl
n= — ((-1)" -1
= ()
b= —(=1)"
Montrer que la série de Fourier de h est
+oo
™ 2((=1)" —1)
Sp(t) = 5 + nZ::l — cos(nt)

3. Calculs de sommes :
+oo n 2
)" -1
(a) En posant ¢t = 0, montrer que Z M = —7T—.
n=1
—+00 1 7_[_2
(b) En déduire que kZ:O e =5

(c¢) Calculer I'énergie moyenne de h.

1 mt
(d) Grace a l'identité de Parseval appliquée & h, montrer que Z o TN = oa
k>0 (2k+1) 96
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Exercice 14 Extrait de DS 2017
Les questions suivantes sont indépendantes

1. Soit le signal suivant :

3 1
f(t) = 2cos(50mt) — cos(1007t) + sin(1007t) — 3sin(2007t) + % cos(3007t) + 1 sin(3007t)

Tracer le spectre d’amplitude du signal.

2. On consideére les spectres d’amplitudes et de phases (par rapport au cosinus), tracé en fonction des
pulsations, suivants :

APhase
2.0
Amplitude E
A P L5 ] :
25
1.0
2.0
05
1.5 R
— >
10 -(95’) 0510152025303540455055
05 I 1ol
mvs T ' T ' T ' T »> T + > 15
950 051,015 2.0 215 310 3,5 4.0 4.5 5.0 5.5 : %
2.0
2.5

Donner un exemple de fonction dont les spectres correspondent aux spectres ci-dessus.

3. Déterminer une fonction 2m-périodique dont les coefficients de Fourier vérifient :
a0:2 a1:2 b1:—1 a3:4
4. On connait les coefficients de Fourier exponentiels d’un signal f :

mn

(VB

Cn .
2imn

Déterminer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.

Compléments

Exercice 15
1. Développer en série de Fourier la fonction 27 périodique définie sur [0, 27] par : fi(x) = e*
2. Développer en série de Fourier la fonction 27 périodique et impaire définie sur [0, 7] par : fg(ac)

3. Développer en série de Fourier la fonction 27 périodique et paire définie sur [0, 7] par : f3(z) =

Exercice 16

1. Développer en série de Fourier la fonction f de période T' définie par

f@)=1lpour0<t<r
f(t)=0pour T <t<T

2. Déterminer A, et ¢, pour que le terme général de cette série se mette sous la forme

un(t) = Ay, cos(nwt — ¢p,).
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-
3. Donner alors la valeur de T pour que seules subsistent les harmoniques impaires dans ce dévelop-

pement.
00 1
4. A laide de la formule de Parseval, trouver la valeur de Z o
= (@2p+1)
+00 1
5. En déduire la valeur d —.
n déduire la valeur enz::ln2

Exercice 17
On consideére la fonction f périodique, de période 27 et telle que f(t) =t pour tout ¢ € [0; 27].
1. Calculer les coefficient de Fourier de f puis écrire le développement en série de f.
2. Tracer le spectre de module des 4 premieres harmoniques du développement en série de Fourier de
f.
3. Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction 27 périodique définie par : g(t) = ¢ sur [—m; 7[.
4. En utilisant le théoréeme de Dirichlet pour la fonction f et une valeur judicieusement choisie de t,

2 1 s ’ , . , . ™
déduire un développement en série numérique de 1

Exercice 18
Soit f: R — R la fonction 27-périodique et impaire telle que

flz) = {1 si x €]0, 7|

Osiz=m

1. Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.
+o00 (_1) k +o0o 1

2. En déduire la valeur des sommes Z et Z YRRV
— 2k +1 — (2k + 1)

Exercice 19 Concours commun ENSEA 2012
On note f la fonction impaire de période 27, avec

fy=-1si0o<t<1
f)=0sil<t<m

On note S(t) la série de Fourier de f : S(t) = ag + 3.7 an cos(nt) + by, sin(nt).

1
Calculer les coefficients de Fourier, comparer f(t) et S(t). Calculer S <§>
Répondre par VRAI ou FAUX a chacun des items suivants :
1. OnaVn eN, a, =0.

2. Onab, = —% sin?(n).

3. La série S(t) converge en tout t vers f(t)
o0
1 n T
Lona > bt (1) =T
na nzz:l —sin” (5 1

=1
5. La formule de Parseval donne Z — sin? <E> = 1.
n

n=1
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Exercice 20
1. Soit le signal f, 2m-périodique, défini sur [0; 27| par

[t st tel0;m]
f(t)_{ 0 si te]m2n]

(a) Représenter f sur [—2;27].
(b) Déterminer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.
(¢) Ecrire la série de Fourier de f

2. On considere la fonction périodique définie par g(t) = f(—t).
(a) Représenter g sur [—2m; 27].
(b) Sans calculer ses coefficients, écrire la série de Fourier de g

3. On considere la fonction périodique définie par h(t) = g(t) + f(t).
(a) Représenter h sur [—27; 27].

(b) Montrer que la série de Fourier de h est
—+00
T 2((-1)" —1)
— -~ s t
Sp(t) = 5 + ng 1 3 cos(nt)

(¢) En remplacant ¢ par 0 dans I'expression de Fourier de h, déterminer la valeur de la limite de la

série convergente suivante :
“+oo
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Chapitre 4

Produit de convolution

Pour s’amuser : https ://www.geogebra.org/m/SPxmTP6r

Exercice 1 Dirac

1. Représenter les signaux suivantes :

2) f(t) = cos 6
<(b; ;Z; _ Z;Z:((tt)— 1) CRCREPMLL
<(d; ;EZ jeﬁl?—”tu@ 1) 0 I0= ,gcos(” (%)
2. Caleuler les “intégrales” suivantes
(a) /_ :o cos(1)5(#) (b) /_ :o sin(t)3(¢ — %) (©) /_ :o Ut — 2)dt

Exercice 2 Convolution de signaux causauzx

Calculer le produit de convolution entre f et g :

L f(t)= (1 —t)U(t) et g(t) = eU(t)

2. f(t) = cos(t)U(t) et g(t) = sin(t)U(t)

3. f(t) = e U(t) et g(t) = e P U(t) en fonction des réels a et b.

Exercice 3 Atténuation du bruit
Le signal f est un cosinus auquel on a ajouté un « bruit »

f@t) = (cos(t) + <% cos(10t) + écos(15t) + % cos(25t)>> U(t)
La courbe de f est :

19



1. Calculer le produit de convolution entre f et g(t) = U(t)

2. Tracer (& l'aide d’un logiciel ou d’une calculatrice) la courbe de f % g et en déduire I'intérét du
produit de convolution.

Exercice 4 Convolution et dérivation
Calculer la dérivée du produit de convolution de f(t) = tU(t) par g(t) = (e2' — 1)U(t).

Exercice 5 Convolution par un Dirac
Tracer le produit de convolution de x par h pour chacun des couples suivants :
1. z(t) = e et h(t) = 6(t — 3)
1+tsite[-1;0]
2. 2(t) =< 1—tsite]0;1] et h(t)=25(t—1)+0(t—2)

0 sinon

Exercice 6 Convolution par un Dirac ou un échelon
Dire si les produits de convolution suivant sont vrais ou faux en justifiant :

o _ | !
2 11 1 2 3 1(1) 1 2 3 2100 i 4 5 4 &
A A
2 2 2
5 1 . . _ I_l__LI
1 ( 1 —2 -1 1
A A A
3 3 3
2 2 2
3. * =
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Exercice 7 Convolution par un Dirac
Soit f la fonction définie par le graphe suivant :

@)

—1

A

Exercice 8 Filtre RC
Soit le circuit électrique :

e(t) s(t)

Avec C non chargé initialement.
1. En mode maths :
(a) Montrer que le signal s(t) vérifie 'équation différentielle :

ds
(E) RCE(t) + s(t) = e(t)

(b) Résoudre (E) a laide de la transformée de Laplace pour e(t) = §(¢) (on pose s(0) = 0). On
note h(t) cette solution, c’est la réponse impulsionnelle du filtre.
(c) Calculer h xU puis la tracer pour C = 2uF, R = 470K . Que représente cette fonction ?
2. Question subsidiaire En mode génie électrique :
(a) Déterminer la fonction de transfert H(jw) avec les outils “G.E.”.
(b) En déduire la représentation complexe du signal de sortie V g pour un signal d’entrée e(t) = U(t).

(c) Déterminer alors ’écriture temporelle du signal de sortie : s(t).

Exercice 9 Convolution et tranformée de Laplace

Soit la fonction F(p) = dans le domaine de Laplace.

_ 1
p(p+1)
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1
p+1
2. En utilisant le produit de convolution, calculer la transformée inverse de F.

1
1. Rappeler la transformée inverse des fonctions — et
p

3. Retrouver ce résultat en utilisant la décomposition en éléments simples.

Exercice 10 Conwvolution et tranformée de Laplace
En utilisant le produit de convolution retrouver 'original en Laplace des fonctions suivantes

1 . p
L F) = Gy 3 F0) = oy
1
2P0 = ey
Compléments

Exercice 11
Déterminer graphiquement le produit de convolution du couple de signaux suivants :

8 :{ 1site[-1;3]

0 sinon

et [ ]
| 1T+tsite|0;2
9(t) _{ 0 sinon

Exercice 12
1. Calculer le produit de convolution de f(t) = sin(¢)U(t) par g(t) = tU(t)
2. Soient les fonctions f(t) = II(t — 1) et g(t) = II(¢). Calculer f x g(—1) et f* g(1).

Exercice 13
Calculer fxg :

L f(t) =6(t) +26(t — 1) et g(t) = A(t+1)
2. f)=e Ut —1) et g(t) =U(t+1)

Exercice 14
1. Dans chacun des cas, déterminer le produit de convolution f x g.
(a) f(t)=t2U(t) et g(t) = (2t — 3)U(t).
(b) f(t) =48(t) + e2U(t) et g(t) = e*U(2).

2. Soient f et g les signaux définies par leur représentation graphique :

f 1 f 1

-2 -1 + 1 -2 -1 ( 1

Tracer, sans justifier, la courbe de f % g.
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Chapitre 5

Transformeée en Z

Exercice 1 Calcul de T.Z
Déterminer la transformée en Z de chaque signal :

1. (z(n))nen est le signal causal tel que Vn > 4, x(n) = 0 et dont le graphe est :
A

4 T L4 T L 4 >
1 2 3 4 5

2. (x(n))nen est le signal causal tel que Vn > 5, z(n) = 0 et dont le graphe est :
A

3 ®
2 4
1o ®
& T >
1 2 3 4 5
—1 ® ®

Exercice 2 Calcul de T.Z
Déterminer la transformée en Z de chaque signal (on commencera par tracer l’allure du signal).

1 sine{l,...,N} 3. z(n) = (=1)"U(n)
1. z(n) = .
0 sin>N 1 sin est pair
4. z(n) =
2. z(n) =2"U(n) 2  sin est impair
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Exercice 3 Calcul de T.Z
Déterminer, en justifiant, les transformées en Z des signaux discrets causaux suivants.

1. z(n) = nld(n) 5. x(n) = sin (gn) Un)

2. z(n) =5"U(n)

3. z(n) =2U(n) —2nU(n) 6. x(n) = cos (1007m + %) U(n)
I\N"7/1\"

4. x(n) = <§> (g) L{(n) 7. w(n) — n22/{(n)

Exercice 4 Calcul de T.Z
Déterminer, en justifiant, les transformées en Z des signaux discrets causaux suivants.

z(n) = (2n +1)U(n)

Exercice 5 Calcul de T.Z
Déterminer, en justifiant, les transformées en Z des signaux discrets causaux suivants.

1. z(n) = nl(n —22) 6. z(n) =UN)U(1 —n)
2. z(n)=(m—-1UMNn-1) . o

T . x(n) =n*U(n —1)
3. z(n) = 2"cos (ng) Un)
4. x(n) = 27"U(n — 3) 8. z(n) = n(-1)"U(n)
5. z(n)=e"Un—1)+2(n+ 1)U(n) 9. z(n) = n?2"U(n)

Exercice 6 Calcul de T.Z

On considere le signal causal (z(n)),en suivant, ou Vn >4, z(n) =0 :
A

1o ®

® o>
& o>
5

1. Calculer sa transformée en Z, puis donner son domaine de convergence.

2. Donner la transformée en Z du signal y défini pour tout n par y;(n) = nx(n).

3. Donner la transformée en Z du signal y défini pour tout n par ya(n) = z(n — 2).
4

. Donner la transformée en Z du signal y défini pour tout n par ys(n) = x(n + 2)U(n).
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Exercice 7 Calcul de T.Z inverse
Déterminer quel signal causal a comme transformée en Z :

_ _ _ -1
L X(2)=1+22"1-32"2 45271 6. X(2) = — z -
1—2N (z71 =2)(z"1 = 3)
2. X(z) = ——
1—271 X(2) z71
1 7. Z) = a3
3. X(2) = (271 =3)
4 X(2) = ——
4 X(Z) = m 8. (Z) Z2 +4
2271 1
5 X =g R A (P (e Pl

Exercice 8 Equation récurrente d’ordre 1
On considere le systeme discret S dont la sortie (y(n))nen+ est donnée par :

9y(n —1) +x(n —1)
10 ’

y(n) =

ou (z(n))nen est le signal d’entrée, supposé causal.
Par définition le signal (y(n)) est aussi considéré comme causal.

1. Calculer la transmittance complexe* du systeme.

2. Calculer la réponse impulsionnelle puis vérifier la cohérence des valeurs de y(1) et y(2) obtenues,
d’une part avec ’expression du filtre et d’autre part avec ’expression de la réponse impulsionnelle.

3. Calculer la réponse sa réponse indicielle puis vérifier la cohérence des valeurs de y(0), y(1) et
y(2) obtenues, d’une part avec I'expression du filtre et d’autre part avec 'expression de la réponse
indicielle.

*transmittance complexe = )’;2‘2

Exercice 9 FEquation récurrente d’ordre 2

1. Soit x le signal causal discret vérifiant pour tout n > 0 :
z(n) +xz(n—1) — 6z(n — 2) =d(n)

(a) Calculer les 5 premieres valeurs de z(n).
(b) On note X (z) la transformée en Z de z. Calculer X (z)
(¢) En déduire 'expression de z(n) en fonction de n.

2. Soit z le signal causal discret vérifiant pour tout n > 0 :
z(n)+xz(n—1) = 6z(n—2) =U(n)

(a) Calculer les 5 premieres valeurs de z(n).
(b) On note X (z) la transformée en Z de z. Calculer X (z)

(¢) En déduire 'expression de z(n) en fonction de n.
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Compléments

Exercice 10
Déterminer le domaine de convergence de la transformée en Z de x(n) = 2" puis calculer la transformée en
fonction de z.

Exercice 11
Exprimer la transformée en Z d’un signal périodique f(t) de période T, échantillonnée selon la période T, =
k € N*, a l'aide de la transformée en Z du “motif” fo(t) tel que

folt) = {j(t) sur [0,7)

0 sinon .

r
k>

Exercice 12

La transformée en Z bilatérale d’une séquence (a(n))nen est définie par la somme de la série de Laurent
+oo

E a(n)z™", sous réserve que cette série converge.

— 00

Déterminer si les séquences suivantes ont une transformée en Z bilatérale, et la calculer sur leur domaine de
convergence si c’est le cas.

1. a(n)=1, n€Z,
2. a(n)=1sine€Z ;(1/2)~" sinon.
3. a(n) =n; n € [-5, 00[NZ.

Exercice 13
1. Calculer la transformée en Z des signaux suivants :

(=1)"U(n) (¢) z3(n) = (=2)"U(n - 2)
(b) x2(n) =n(=1)"U(n) (d) za(n) =n(n—1UN-1)

2. Calculer la transformée inverse de

(a) Xa(z) = ﬁ (b) Xa(z) =1+2"24 273

Exercice 14
Calculer la transformée en Z des signaux suivants :

1. z1(n) =5 x <%> Un —2)
2. z2(n) =n(=2)"U(n)

Exercice 15 Calculer la transformée inverse de

z -3
1. X = ? 3. X =22422343274
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Chapitre 6

Transformeée de Fourier

Exercice 1

1. Soit la fonction f définie par
1 si—-1<t<0

fiy=¢-1 si0<t<1
0 sinon.
Tracer son graphe et calculer sa transformée de Fourier.
2. Soit la fonction A “triangle” définie par
t+1 si —1<t<0
At)={ —t+1 si0<t<1

0 sinon.

(a) Tracer le graphe de A. Calculer (directement) sa transformée de Fourier.

(b) Retrouver ce résultat en utilisant la fonction dérivée.

Exercice 2
Représenter les signaux suivants et donner leurs transformées de Fourier :

L F) = M(—3) 3h@=ﬂ(ti> 4k@=A(§L%

2 4
At (1 —t)
2. g(t)=A <§> 5. 1(t) = —
Exercice 3
Calculer les transformées de Fourier, si elles existent, des fonctions suivantes :
1 A
1. fl(t) = _eima
2 5 |
2. fo(t) = U(1),
3. f3(t) = U+ F)—U({t—F))cost,
4. la fonction f dont le graphe est e 1o s o 1y ]
—1

Exercice 4
fi&)=1sitel0,1]
On considere la fonction paire f définie par: < f(t) =2 —tsil <t <2
ft)=0sit>2
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1. Représenter la fonction f

2. Calculer sa transformée de Fourier :
(a) directement (par la définition),
(b)
(c) en utilisant f,
(d)

en écrivant f comme somme de triangle,

a I’aide d’un produit de convolution.

Exercice 5
La figure suivante représente cing signaux temporels réels & temps continu sy & s4. Les signaux s; a s4 ont été

obtenus par des transformations simples du signal sy : modulation, décalage, dilatation.

S0 S1 S92 S3 S4
Identifier ces transformations, autrement dit expliquer comment chacun des signaux s; a s4 a été obtenu a partir

de S0-
La figure suivante représente la partie réelle de leur transformée de Fourier (S, & Se), dans le désordre...On

sait cependant que S, est la transformée de sg.

2 2 2 X 2 2
1 1 /\ 1 1 1
A\ ot

0 0

0

-2 0 2 4 6 -2 0 2 4 6 -2

Sa Sb Sc Sd Se

Reformer, en justifiant votre réponse, les couples (s;,.9;), autrement dit retrouvez la transformée de Fourier des
signaux si, Sa, 3, sS4 dans ’ensemble Sy, S¢, Sq, Se.

Exercice 6 Transformée de Fourier inverse

1. Calculer la transformée de Fourier inverse de :

1sise[-2,2]
Fi(s) =
1(5) {O sinon

2. Montrer que f:r;; wdt = 7 en utilisant la transformée de Fourier inverse.

Exercice 7 -
Le but de cet exercice est de montrer que /

1 d s

————dr = —.
o (1 +22)2 2
1. Déterminer la transformée de Fourier de f(t) = eIl

i 1 T

2. Montrer en appliquant ’identité de Parseval que /_ N mdm =5

Exercice 8
A Tl’aide de 'identité de Parseval, calculez les intégrales :

* gin?z  gin?
1. s—dz, 2. T dw.
i 0 X

— 00

Exercice 9 ) 2
On se donne deux fonctions f,(z) = e~ %*I" et fi(z) = eIl
a et b sont des réels strictement positifs.

(ces fonctions sont appelées des gaussiennes), oul

1. Déterminer les transformées de Fourier de f, et de f5.
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2. Déterminer la transformée de Fourier de f, * f.

Exercice 10
Utiliser la transformée de Fourier pour calculer :

1. 6%6 2. 8, % 0y 3. 6% f 4. 6, % f

‘ Compléments

Exercice 11
2site[-0,5;0,5]

Soit le signal 27 périodique s défini sur [—1;1] par : s(t) = { 0 sinon

Soit o le signal défini sur R par : o(t) = { g :ntoi [0,5;0,5]

1. Déterminer les coefficients complexes de la série de Fourier de s.

2. Calculer numériquement les valeurs des ¢,, jusque n = 8 et tracer le spectre des c,.
3. Déterminer S(v) la transformée de Fourier de o.
4

. Représenter S(v) pour v € [0;4] et montrer qu'en échantillonnant S(v) & une fréquence que 'on précisera
on retrouve le spectre des c,,.

Exercice 12
Soit f(x) = e~z . Vérifier que la transformée de Fourier de cette fonction existe.

Montrer que cette transformée est solution de 1’équation différentielle :
y' + 4nzy = 0.
En déduire que f(w) = v e 2m W

Exercice 13
Soit s(t) le signal : s(t) = cos(5mt).
1. Quelle est la transformée de Fourier de s.
2. On multiplie s par la fonction porte II.
(a) Représenter le signal g(t) = s(¢)II(¢).

(b) Calculer la transformée de Fourier de g.

Exercice 14
Soient f et g les signaux :

f(t):metg(t):m

Le but de I'exercice est de calculer le produit de convolution f x g.
1. Déterminer la transformée de Fourier de f et de g.
2. Calculer F(f)F(g).
3. En déduire f * g.

Exercice 15
oo

Déterminer la fonction f € L? telle que / f@O) f(z —t)dt = e

— 00
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Exercice 16

On considére la fonction
mt+1 pour—%gtSO
ft)= —mt+1 powr0<t<2
0 sinon
1. Représenter la fonction f sur 'intervalle [—5, 5].
2. Déterminer la transformée de Fourier de f
T pour — % <t<0
3. Déterminer la transformée de Fourier de g(t) = —m pour 0 <t < %
0 sinon

4. (a) Que vaut / |f(t)|%dt?
R

4

sin(t) gt

(b) Déterminer la valeur de /
R
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Chapitre 7

Equations différentielles

Exercice 1 Rappels
Résoudre les équations suivantes :

1. 2y'(t) +3y(t) =0 3./ (t)+6y(t) =t
2. 5y'(t) + y(t) = 0 avec y(0) = 2 4. —y'(t) — 4y(t) =t avec y(0) = 1

Exercice 2 La fonction f(z) = est-elle solution de Iéquation différentielle (E;)?

A+2)y (=) +yl@) =1 (E)

P . .
Exercice 3 FEquations homogénes d’ordre 2
Résoudre les équations suivantes :

L 3y"(t) +y'(t) —2y(t) =0 2. y"(t)=0 3. y"(t) -y (t) =0

Exercice 4
Les questions sont toutes indépendantes.

1. Déterminer une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogene dont y(t) = e~ 1% est solution.

2t

. Déterminer une équation différentielle dont y1(t) = et et y2(t) = e* sont solutions.

2
3. Déterminer une équation différentielle dont y; (t) = cos(3t) et y2(t) = sin(3t) sont solutions.
4

. Déterminer une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants dont y(t) = te~3! est solution.
Exercice 5 Conditions initiales

1. Résoudre ’équation suivante

y(0) =0, y'(0) = -1

2. L’équation suivante admet-elle une unique solution ?

{ y'(t) + 9y(t)

{y"(t) +2y/ (1) +y(t) =0

=0,
y(0) =0, y(m) =

Exercice 6
Soit 7 un nombre réel et soit (E) I’équation différentielle : (7 — 1)y"(t) — 7¢/(¢) + y(t) = 0.
Discuter selon les valeurs de 7 la forme des solutions de (E).
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Exercice 7 Equations d’ordre 2 non homogénes
Pour chacune des équations différentielles suivantes :

e Résoudre I’équation homogene associée,

e déterminer une solution particuliere,

e déterminer I’ensemble des solutions.

1.
2.

2y" () + 3y (t) — 4y(t) = 2t> + 1 3.y (t) +y(t) =¥
2y"(t) + 3y’ (t) — 4y(t) = sin(2t)

Exercice 8 Solution particuliére : cas particulier
Soit I'équation différentielle (Ea) y”(t) —y'(t) — 6y(t) = e =2t

1.

2. Déterminer une solution particuliere de (F2) sous la forme y(t) = P(t)e™
3.
4

. Existe-t-il une solution de (E2) qui ait pour limite 0 en +oo?

—2t

Montrer que la fonction ¢ — e™* est solution de ’équation homogéne associée & (Es).

2t avec P de degré 1.

Résoudre (Es).

Exercice 9 E.D & Transformée de Laplace
L’étude du mouvement amorti amene a considérer la fonction f telle que :

1.

2.

£(t) =0 sit<0
7@ +2f(t) +2f(t) = e 'U(t) pourt >0
£(0) =1 et f/(0) = 0.

Détermination de F(p), la transformée de Laplace de f :

(a) Calculer en fonction de F(p) : Ly (p) , Lypry(p) puis  Lpveypop )+2£) (P)
(b) Calculer la transformée de Laplace de e 'U(t).

(¢) En déduire dans (7.1) I'expression de F(p) en fonction de p.

Détermination de f :
1 1

(a) Vérifier que F(p) = P + TESICESE En déduire 'expression de f.

Exercice 10

1.

2.

Résoudre a ’aide de la transformée de Laplace
y' +5y +6y=0

pour z > 0 avec les conditions initiales y(0) = 3 et 3/(0) = —7.

Résoudre a ’aide de la transformée de Laplace
y'+2y +y=eU)

pour z > 0 avec les conditions initiales y(0) = A et y'(0) = B.

(7.1)
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Compléments

Exercice 11
On considere ’équation différentielle suivante

y'+2y +y=tU)
(o) § ¥(0) =0
y'(0)=0
On cherche une solution causale & ’équation (xx)
1. Exprimer L, (p) et L, (p) en fonction L, (p), y(0) et y'(0)
2. Montrer que

1 12, 2
p2(p2+2p+1) p> p+1 (p+1)2 p
1

3. Déterminer la transformée de Laplace inverse de ————+——.
P p*(p* +2p+1)

4. En déduire la valeur de f x g(t) avec f(t) = tU(t) et g(t) = te 'U(t). Ce résultat est-il cohérent avec la
question 3 de l'exercice 27

5. Résoudre (xx) en utilisant la transformée de Laplace.

Exercice 12

1. On considere ’équation différentielle linéaire :

y"(t) =y (t) — 2y(t) = 0. (H)
a) Donner la forme générale des solutions de (H).
b) Donner la solution de (H) qui vérifie y(0) =1 et y'(0) = 1.
(c¢) Donner la solution de (H) qui vérifie y(0) =1 et y(1) = 1.

(
(

2. On considere maintenant I’équation différentielle linéaire :

y'(t) — o' (t) — 2y(t) = 2t°. (E1)

(a) Déterminer une solution particuliere de (Ey).
(b) Déterminer la forme générale des solutions de (Ey).
(c¢) Déterminer la solution de (E1) qui vérifie y(0) =1 et /(0) = 1.

3. On considere maintenant 1’équation différentielle linéaire :

y'(t) =y (1) — 2y(t) = 2¢*. (E2)

(a) Déterminer une solution particuliére de (Es).

Exercice 13
On considere les équations différentielles suivantes :

(B) y"+2y —3y=e

(H) y"+2y —3y=0
Montrer que les fonctions f(t) = et et g(t) = e~3! sont solutions de (H).
Donner toutes les solutions de (H).
La fonction g est-elle solution de (E)?
Chercher une solution de (E) de la forme y,(t) = kte 3.
Donner toutes les solutions de (E).
Donner la solution de (E) qui vérifie : y(0) =1 et 3/(0) =1

S e W
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Exercice 14 Résoudre I’équation différentielle suivante :

Y (2) — 4y’ (@) + dy(2) = (2% + 1)e
On pourra pour cela utiliser le théoreme suivant :

Théoréme 1 (Recherche d’une solution particuliére, forme exponentielle-polynéme)
On considere ’équation différentielle :
y'+ay +by=g (E)

ot g(x) = 3 € Py(x).

Pour chaque k € {1,2,--- ,n}, il existe une solution particuliére y de y" + ay’ + by = €™** Py (z) de la forme
yr = €™ Qi (x) avec Qr un polynéome de degré :

— deg(Px) si my n'est pas solution de l’équation caractéristique

— deg(Px) + 1 si my est solution simple de l’équation caractéristique

— deg(Px) + 2 si my, est solution double de I’équation caractéristique
Une solution particuliére de (E) est alors >, _; Y.
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Chapitre 8

Développements limités

Exercice 1

Déterminer les limites quand = — a des fonctions suivantes :

2
1
1. f(:r):%aveca:()
2-3 2
2. f(x):%avecazl
2?2 —3x+2
3. f(l’)—m avec a = —o&0
4. f(z) = cos(z) avec a = 400

5. f(z) = (23 —2)In(z* — 1) aveca = 1

Exercice 2 FExtrait de DS
Répondre par vrai ou faux en justifiant :

1 1
" @ otoo w42
2. ln(l—i—a:)AOJ:z:

3. et o et
—+oo

Exercice 3

avec a = +00

7. f(ZC) = W avec @ = +00

8. flx)= - avec a =0
9. f(z) = sm;x) avec a =0
10. f(z) = COS(Q? avec a = —

Iy 2

4. xz—l—x—i—lr(\)/x?’—i—:v

8
|

5. sin(x) —1

2ol

ol

Calculer les développements limités suivants, au voisinage de 0 :

1. f(z) =2*— 2%+ 2z alordre 3

1—
2. f(z)= 1+:c a lordre 4
x
In(1
3. f(z) = % a l'ordre 3
x

35

4. f(z)=+14+2xz—+1—z alordre 3
5. f(z) = sin z

a lordre 3



Exercice 4

Calculer les développements limités au voisinage de 0 suivants :

1. f(x) =In(l + 2 — 2?) a Pordre 2
2. f(x) = e™® 3 Tordre 3
r .
3. flx) = cos(@) a Pordre 4
4. f(x) =1In(cosx) a lordre 4

Exercice 5
Calculer les développements limités suivants :

1. In(z) & Pordre 3 au voisinage de zo = e,
. exp(z) & lordre 4 au voisinage de 2y = 1,

2
3. e* — /1 + 2 a l'ordre 2 au voisinage de xg = 2
4

. tan(z) a Pordre 2 au voisinage de %

Exercice 6
Calculer les limites suivantes :

. _ . x

1 Jjm 22 7 2. lim ,

70 3 ) z—0 e — ]
Exercice 7

Calculer les limites :

Exercice 8 On note f(x) =e®In(1 + z)

5. f(x) = (cos(:v))z% a Pordre 2
6. f(z) =+v14++1—2z alordre 2
7. f(z)=In (

2.

lim
r—r00

1. Déterminer le développement limité & l'ordre 4 en 0 de f(z).

2. Déterminer le développement limité & I'ordre 3 en 0 de f/(z).

3. En déduire le développement limité a I'ordre 3 en 0 de T

x

sinx

3. lm —In

(1+3)
x

4. (a) Déterminer I’équation de la tangente a la courbe de f au point 0.

(b) Quelle est la position relative de la courbe de f par rapport & sa tangente au point 0.

Exercice 9

1. Donner le développement limité en 0 a ’ordre 4 de

1
1422

2. En déduire le développement limité en 0 & 'ordre 5 de arctan(x).

t —
3. Calculer lim M. In(1 4 arctan(x)).

x—0 3

) a ordre 4

x—0 {L’2

sin x
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Exercice 10

In(1
1. Déterminer le développement limité & l'ordre 2 en 0 de f(z) = M
x
2. Déterminer lim M
z—0 x

3. Déterminer le développement limité & 'ordre 2 en 0 de f(x) =In (

T

Compléments
Exercice 11 FExtrait de DS 2018
. 1 z? 5zt 4
1. Montrer que le DL a l'ordre 4 en 0 de est 1+ — + — 4+ 2%¢(x)
cos(x) 2 24
2. Déterminer le DL a l'ordre 4 en 0 de
cos(x)
em

3. (a) Déterminer 1’équation de la tangente en 0 de

cos(x)

se situe-t-elle au dessus ou au dessous de sa tangente en 07

x

(b) La courbe de f(x) = coZ(x)

Exercice 12 FExtrait de DS 2018
Les questions suivantes sont indépendantes.

In(1 —si
1. Déterminer lim n(l + ) — sin(x)
z—0 T

sin(x)
1+z

2. Calculer le DL a 'ordre 5 en 0 de

Exercice 13 FExtrait de DS 2016
Les questions suivantes sont indépendantes

1
1. Déterminer le DLQ (O) de la fonction f(ZC) = w
T X

2. Montrer que les fonctions f(z) = In(1 + 3x) sin(2z) et g(z) = 6z sont équivalentes en 0.

3. Soit f une fonciton dont le développement limité & 'ordre 4 est 1 + 3z — 52 + 7ot + 2te(x).
Quelle est la position relative entre la courbe de f est sa tangente en 07

Exercice 14
Les assertions suivantes sont fausses. Pour chacune d’entre elles, trouvez un contre-exemple pour le prouver.

1. Si fl f; g1 et f2 f; g2 alors fl —|—f2 ,; g1 +92
2. Si f ~ g alors e/ ~e9.
3. Si f~getlim,,,g(x) =1 alors In(f) ~ In(g).

4. Si f ~ g et f et g sont dérivables alors f' ~ ¢'.
a a

Exercice 15  Sujet concours ENSEA 2009
sin?(x)
In(cos(z))
Dans les développpement limités (d.l.) qui suivent, ¢ désigne une fonction qui a pour limite 0 en 0 et qui n’est pas

On se propose d’étudier quelques propriétés de la fonction f : x —
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nécessairement la méme a chaque item.

Répondre par vrai ou faux :

1. Le domaine de définition de f est }O; g}

3 5
2. Au voisinage de 0, sin(z) a pour d.l. & Pordre 6 (d.1.6) : sin(z) = x + % + 196—20 + 8¢ ().
9 9 xt 228
3. Au voisinage de 0, sin®(z) a pour d.I. & Pordre 6 (d.1.6) : sin*(z) = 22 — 3 + v + 2% (z).

2 £L'3 £C4 £L'5 ZCS

4. Au voisinage de 0, In(1+z) a pour d.1. & 'ordre 6 (d.1.6) : In(1+z) =z + % ~3 + T F + 5 +2%¢(x).

2 4 6

5. Au voisinage de 0, In(cos(z)) a pour d.l. & 'ordre 6 (d.1.6) : In(cos(z)) = —% - % - % + 2% ().
6. Au voisinage de 0, @ a pour d.1.4 : @ =1- %2 - z—; + zte(x).
7. Au voisinage de 0, hls(i:j% a pour d.1.4 : % =—24+2%— %4 + ate(x).
8. mli)rrol+ flz)=-2
9. mli)rrol+ flx)=1
10. Au voisinage de 0%, la courbe représentative de f reste au dessus de la parabole d’équation y = —2 + 22.

Exercice 16 **

Etudier les branches infinies de la courbe représentée par :

3z—1
y:x3arctan S — .
32 +x+1)

On déterminera une parabole (P) asymptote & la courbe et la position de la courbe par rapport & cette parabole.
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Tout document et appareil électronique est interdit
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particulieére sera portée a la rédaction et a la

présentation.

Exercice 1 Chapitre 1 : Suites et séries numériques
1. Dire si les suites suivantes sont arithmétiques ou géométriques ou ni I'une ni ’autre. Préciser la raison quand

elle existe.

(a) Up = 2o (€) Ups1 =2U,+5 (&) Upi1 = 3U,
(b) U, = 20jnis (d) U, =4n+3 (f) Uppr = U, + 3

2. Déterminer la limite des suites suivantes.

2 (¢c) Upo=4n+3

(a) Upn = Sz
(b) U, = 20jnis (d) Upi1 = 3U, avec Uy = 2

Exercice 2 Chapitre 1 : Suites et séries numériques
Les questions suivantes sont indépendantes.

5

1. Calculer la somme suivante : Z 2k + 1.
k=2
Al
2. Soit N e Net Sy = Pyt
k=1 3
(a) Exprimer Sy en fonction de N.

(b) En déduire lim Sy.

N—+oc0
3. Déterminer la nature des séries suivantes :

(a) 25% (b) Zﬁ (C) 24;;—122 (d) ZnQSin (#)
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Exercice 3 Chapitre 2 : Révisions sur le calcul intégral
Calculer les intégrales suivantes :

LI = [ 3t + 563+t + 2dt 4. Iy = [?, sin(3t) + 3tdt

2. I = [ cos(3t)sin®(3t)dt 5. I =[5 (2t + 3)e*dt
-0 1

3. 3= ", 7(t_3)2(t_1)dt 6. Is = [, ﬁdt

Exercice 4 Chapitre 3 : Séries de Fourier
1. Mettre sous la forme s(t) = Asin(wt + ¢) avec A > 0 les signaux suivants :
(a) s1(t) = —sin(10t)
(b) sa(t) = —2cos(20t) 4 2+/3 sin(20t)
(c) s3(t) = 2cos(—40t)

2. Représenter le spectre d’amplitude et le spectre de phase (par rapport au sinus) du signal suivant :

s(t) = 3 — sin(10t) — 2 cos(20t) + 2v/3sin(20t) + 3sin(30¢) + 2 cos(40t).

Exercice 5 Chapitre 3 : Séries de Fourier
Pour chacun des signaux périodiques suivants, calculer la valeur moyenne.

A
2 4

— N — ———

3. f(t) = cos(mt)
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Tout document et appareil électronique est interdit
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la rédaction et a la

présentation.

Exercice 1 Chapitre 3 : Séries de Fourier
1. On consideére le signal s suivant :
s(t) = 3 — sin(10t) — 2 cos(20t) + 2v/3sin(20t) + 3sin(30¢) + 2 cos(40t).
(a) Représenter le spectre d’amplitude et le spectre de phase (par rapport au sinus) du signal s.
(b) Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction s.

an =
2. On considere la fonction f dont les coefficients de Fourier sont donnés par : { 0

(a) Déterminer la série de Fourier de f

(b) Représenter le spectre d’amplitude et le spectre de phase (par rapport au sinus) des 4 premieéres harmo-
niques de la série de Fourier.

(c) Déterminer lenergie moyenne de f.

g est 1-périodique,

3. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction g définie sur R par : 1
g(t)=t, vVt € [-3,3]

Exercice 2 Chapitre 4 : Produit de convolution

1. Calculer le produit de convolution entre f et g :

(a) f(t) =4t2U(t) et g(t) = (t — H)U(?) (b) f(t) = e™>U(t) et g(t) = I1(2)

3
2. Soit h(t) =Y (3t +1)6(t — k)
k=0

(a) Représenter h sur le graphique de la page suivante.

(b) Tracer, sur le méme graphique, le produit de convo-
lution de h par k (sans justifier) en sachant que la
courbe de k est :

(c) En utilisant le produit de convolution (et en vous aidant du formulaire de la page suivante), calculer la
transformée de Laplace inverse de F' définie par :




A
10
9 4
8 4
7 4
6 4
5
4 4
3 4
2 4
1 4
l0 J9 8 7 6 5 -4 3 2 1 4 1 2 8 4 5 6 T & 9 10
Formulaire
Fonction | Transformée de Laplace Fonction Transformée de Laplace
1 1
e~ “U(t) te= " U(t) —
p+a (p+a)
cos(wt)U(t) _P
1 p? 4+ w?
u(t) -
p
L in(wt)U(t =
tU(t) 7 sin(wt)U(t) PR

Exercice 3 Chapitre 5 : Transformée en Z
1. Donner la définition de la transformée en Z d’un signal numérique causal x.
2. Calculer la transformée en Z de z(n) = U(n).

3. Déterminer la transformée en Z du signal causal (y(n))nen tel que VYn > 6,y(n) = 0 et dont le graphe est :

A
3 ®
2-@ L
1 ]
—_TtT @ T T T —>
1 2 3 4 5 6 7

1 si t pai
4. Calculer la transformée en Z de z(n) = { S% v est pair
0 sinon

Mathématiques - Devoir Surveillé 3
Vendredi 13 janvier 2023 - Durée : 1h30

Tout document et appareil électronique est interdit
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présentation.

Exercice 1 Chapitre 7 : Equations différentielles

1. Résoudre les équations suivantes :

(a){ V0 - y/0) - Gult) = (C){ y" (1) + 4y(t) = 0
(0)=0. y'(0) = y(0) =2, y/(0) =

(b) ¥/ ()+10y(t)+25y()—t+5

2. Déterminer une équation différentielle dont y; (t) = e’ cos(2t) et y2(t) = e’ sin(2¢) sont solutions.

3. La fonction f(t) = (2t + 1)e~* est-elle solution de I’équation différentielle suivante :

20" (t) + y(t) — dy(t) = 32te™*

Exercice 2 Chapitre 6 : Transformée de Fourier

1. Montrer, en utilisant la définition de la transformée de Fourier, que :

sin(7s) si s;é()

f — s
n(s) {1 sis=0

ou JFi est la transformée de Fourier du signal porte II.

2. Donner la transformée de Fourier des signaux suivants :

(a) fi(t) = At -2) (b) fa(t) = II(3t) (c) fo(t) =TI (352)

Exercice 3 Chapitre 5 : Transformée en Z

1. Déterminer, en justifiant, les transformées en Z des signaux discrets causaux suivants :

(a) z1(n) = (2n+ 4)U(n) (¢) z3(n) =x1(n — 2) (e) zs(n) =2"(n—2)U(n—2)
(b) z2(n) = =U(n) (d) za(n) =n*U(n)

4’7l
2. Déterminer quel signal causal a comme transformée en Z :

(a) (b)

Xi(z)=4+32"1—2:724273 Xo(2) = 75
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Exercice 4 Chapitre 5 : Transformée en Z
Soit z le signal causal discret vérifiant pour tout n > 0 :

z(n) —3z(n—1)+2z(n—2) =d(n —1)

1. En appliquant la transformée en Z & la relation précédente, montrer que :

,—1

X&) =a=Ta-2.

2. En déduire que :
z(n) = (2" = 1)U(n)

Exercice 5 Chapitre 6 : Transformée de Fourier

1. Calculer a ’aide de l'identité de Parseval 'intégrale I; :

7 /+°° sin2(7rzc)d
= ———dx
1 (m)?

— 00

2. En déduire la valeur de intégrale I5 :

L= / )

2

— 00
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Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la

rédaction et a la présentation.

Exercice 1 Chapitre 2 : Révisions sur le calcul intégral
Calculer les intégrales suivantes :

1 45 3 € +oo
t t t 1 3 1
1. [ = e 1 1 3.K:/a:lna:da: 5_]V[:/ —d
/,14+6+2 4 ) (@) y 21
us 1 542
: 2t t
2. J:/g cos(2x) cos(3t)dx 4. L:/ idt

Exercice 2 Chapitre 2 : Révisions sur le calcul intégral

31In(2) 1
Soit l'intégrale I = / —dx.
m@E) Vv1it+e*

On souhaite calculer I en posant le changement de variable u = /1 + .
1. Exprimer z en fonction de u.
2. Quelles seront les bornes de 'intégrale I écrite en fonction de u ?
3. Quelle est la relation entre dzx et du ?
4. Calculer 1.

Exercice 3 Chapitres 3 : Séries de Fourier
Les questions suivantes sont indépendantes.

1. Calculer la valeur moyenne du signal suivant :

2. Calculer I’énergie moyenne du signal suivant :

45



3. On considere les spectres d’amplitude et de phase (en fonction du sinus) d’un signal :

2.0 Phase
Amplitude
A 1.5 1

2.5 1 1.0 1

2.0 1 0:5

1.5 1 77— ——— —>

o 959 05 1J0 115 2.0 25 3]0 3.5 4.0 455 5.0 5.5

0.5 | I -1.0

- } } ) 1 | 1 | 1 — -1:5— T =

0.5 9 05 1,0 115 2,0 2,5 3,0 315 4,0 4,5 5,0 5.5 9.0 2 2

Répondre par vrai ou faux en justifiant.
(a) Le signal est pair. (b) L’énergie moyenne vaut 15.
Exercice 4 Chapitres 3 : Séries de Fourier
Soit le signal m-périodique f défini par f(t) = cos(t) sur Uintervalle ]0; 7[.
1. Tracer la courbe représentative de f sur | — 7; 27[.
2. Montrer que 2sin(a) cos(b) = sin(a + b) + sin(a — b).
8n
3. Montrer que b, = ———.
due on w(4n? — 1)
4. Ecrire la série de Fourier de f-
Exercice 5 Chapitres 3 : Séries de Fourier
Soit f le signal 47 périodique dont la représentation sur [—27; 27] est :
T
-2m - I T o

1. Déterminer la valeur moyenne du signal.

4
2. On admet que a, = — (1 — Cos (nz)) Vn € N*.
™m 2

Tracer les spectres d’amplitude et de phase (par rapport au sinus) des 4 premiéres harmoniques de la série
de Fourier de f.
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3. Déduire des questions précédentes les coefficients de Fourier du signal suivant :

A
1

-2m - T s

Mathématiques - Devoir Surveillé 2
Vendredi 26 novembre 2021 - Durée : 1h30
Tout document et appareil électronique est interdit
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la

rédaction et a la présentation.

Exercice 1 Chapitre 4 : Produit de convolution
Tracer la représentation graphique des signaux suivants :

_ B 5
L f(t) _f(t t1)+A(t> 3 h() =Y <_%t+3> 5t — k)
2. g(t) II (E) avec e =3 k=0

€

Exercice 2 Chapitre 4 : Produit de convolution

1. Calculer les produits de convolutions de f par g

(a) F(t) = C2U(E) et g(t) = (2t — DU) (b) F(t) = cos(2U(t) et g(t) = tU2)

H
3

2. Tracer les produits de convolutions de f par g sans justifier :

(a) f(t)=0(t—1)+2(t —4) et la courbe de g est : '
b1
A {
1 I—
(b) r-I et —
3 -2 -1 12 3 -2 -1 «i} 12
f(t) = TI(t) g(t) =ut 1)

3. Soit F(p) = 5 la transformée de Laplace d’une fonction f.

4
p(p—2)

1
(a) Déterminer la transformée de Laplace inverse des fonctions Fi(p) = — et Fa(p) =
p

1
(on pourra
(p—2)?

utiliser le formulaire en fin de sujet!).

(b) En décomposant F' comme un produit de 2 transformées de Laplace, déterminer f.
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Exercice 3 Chapitre 7 : Equations différentielles

1. Résoudre les équations différentielles suivantes :

(a) (En)

1 () —4y'(t) +4y(t) = =3¢ (c) (Es):y"(t) +4y'(t) — 5y(t) = 0
(b) (E2) o

. yll

y'(t) = —3e avec y(0) =1 et ¢/ (0) = 1.

2. Donner une équation différentielle d’ordre 2, homogene, qui admette la fonction y(t) = =2 (cos(3t) + 2sin(3t))
comme solution.

Exercice 4 Chapitre 7 : Equations différentielles
On considere le circuit RLC suivant :

On suppose que la tension en entrée V, = E est constante. On suppose que V;(0) = 0 et V/(0) = 0.

1. Montrer que la sortie V; est solution de

1 ot m = RCWQ
VILC 2

2. Déterminer le polynome caractéristique de I’équation homogene associée a (*).

ou wg =

3. A quelle condition sur les parametres m et wp, le polynéme caractéristique admet-il deux racines réelles ?
Donner alors lexpressions des 2 racines du polynome en fonction de m et wg (on les notera r1 et ro pour la
suite).

4. On suppose que m > 1:
(a) Donner la forme des solutions de ’équation homogene associée a (x).
(b) Donner I’ensemble des solutions de (x).
(¢) Montrer que 'unique solution de (x) est la fonction

s(t)=FE (1 2 ey T er2t>

r2—"n r2—"

5. Appliquez la transformée de Laplace a I’équation différentielle (x) puis en déduire ’expression de S(p), la
transformée de Laplace de s(t) en fonction de E, wy et m.
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Fonction | Transformée de Laplace
e~MU(t) 1 Fonction Transformée de Laplace
pta
te= ' U(t) _
1 (p+a)?
Ut » 7
U (t -
: cos(wt)U(t) PER
tU(t) —
P2
. w
sm(wt)bi (t) m
" n!
t Z/{(t) anrl

Mathématiques - Devoir Surveillé 3
Vendredi 21 janvier 2022 - Durée : 1h
Tout appareil électronique est interdit
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la

rédaction et a la présentation.

Exercice 1 Chapitre 6 : Transformée de Fourier
Représenter les signaux suivants et donner leur transformée de Fourier :

Lf(t) =T (&) 2. g(t) = A (%)

Exercice 2 Chapitre 6 : Transformée de Fourier
On considere la fonction f définie par :

x—i—% si IG[—%,O}
flx) = —x—i—% si ze [07%]
0 sinon

1. Représenter la fonction f.
2. Déterminer la transformée de Fourier de f avec la définition.

3. En déduire la transformée de Fourier de la fonction g définie par :

1 si x € [—%,0]
glz)=¢ -1  si z€]0,1]
0 sinon
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Exercice 3 Chapitre 1 : Suites et séries numériques
Déterminer la nature (convergente ou divergente) des séries suivantes :

LYz 2. Y Ets 3. Y, 4. Y (nsin (%))"

Exercice 4 Chapitre 5 : Transformée en Z
Déterminer le domaine de convergence de la transformée en Z : > a,z~ ™ dans les cas suivants (les signaux
discrets (ay,,) sont considérés comme causaux) :

1. a, = (%)n 2. a, = (nt1)" 3. a, =nln (1 + #)

Exercice 5 Chapitre 5 : Transformée en Z

1. Déterminer, en justifiant, la transformée en Z des signaux discrets causaux suivants :
(8) @1(n) = 3"U(n —2) (b) @5(n) = (254) U(n) () a3(n) = ZUn)

2. Déterminer la transformée en Z inverse de :

(c) Ya(z) = 223

sy

(a) Yi(2) =1—2z"1 +3273 (b) Ya(2) = =
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rédaction et a la présentation.

Exercice 1 Chapitre 2 : Révisions sur le calcul intégral
Calculer les intégrales suivantes :

> 22 -3
1 T= /—+ —|————dt 5.M:/ i
4 T2—2—6
-1

2. J= / cos(u) sin(3u)du 6. N = / 1 dx

0 0o r242r+2

/2 e

3. K= B cos(t) sin(t)dt 7. P = / zIn(z)dx

- 1

3 42
gn- [ B g

1 Vi3 +3t

Exercice 2 Chapitre 2 : Révisions sur le calcul intégral
Le but de cet exercice est de calculer 'intégrale
/2 1
= —d
@ /0 1 + sin(z) v
en effectuant le changement de variable ¢t = tan (%)
2t 1

1. Montrer que t = tan (%) implique sin(z) = 72 et dt = 3 (1 + tan? (g)) dx

2. Calculer @ en effectuant le changement de variable ¢ = tan (%)

o1



Mathématiques - Devoir Surveillé 2
Jeudi 19 novembre 2020 - Durée : 1h15
Tout document et appareil électronique est interdit
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la

rédaction et a la présentation.

Exercice 1 Chapitre 7 : Equations différentielles
Soit R, C et F trois constantes données. En utilisant la transformée de Laplace, résoudre I’équation différentielle
suivante :

{ RCy'(t) +y(t) = EU(t)
y(0) =0

Exercice 2 Chapitre 3 : Séries de Fourier
Soit f la fonction paire et périodique de période 47 définie sur [0; 27|par :

2six € [0;7]
fle) = { 0 si x €]m;27]

Représenter la fonction f sur Uintervalle [—4; 47].
Calculer les coeflicients de Fourier de f.

En déduire la série de Fourier de f.

= W o=

En utilisant le théoréeme de Dirichlet pour une valeur de t judicieusement choisie montrer que :

e G
2p+1 4

(]

p=0

Exercice 3 Chapitre 3 : Séries de Fourier
Tracer les spectres d’amplitude et de phase du signal suivant :

3 1
f(t) = 3cos(50mt) + cos(1007t) — sin(1007t) — sin(2007t) 4+ % cos(3007t) + n sin(3007t)

Exercice 4 Chapitre 3 : Séries de Fourier Q.C.M.
Pour chacune des questions suivantes, dire quelles sont les affirmations vraies et les affirmations fausses en complétant
les tableaux ci-dessous sur la feuille. On ne demande pas de justifier.

(1 point par réponse correcte et complete, -0,5 par réponse incorrecte).

1. Les coefficients de Fourier exponentiels vérifient :

(a) les ¢, sont nuls si f est paire (c) les ¢y ne sont jamais tous nuls

(b) les ¢, sont nuls si f est impaire (d) les ¢, sont nuls si et seulement f est nulle
Q1 \4 F
a

=3
~—[~—

o
~

o,
N

2. Les coefficients de Fourier du signal suivant vérifient :
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2 A

,_.tlj

P
\

(a) ap =F (b) a, =0 pour tout n > 1 (¢) bp =0 pour tout n > 1
Q| Vv F
a)
b)
c)

3. Ce spectre d’amplitude tracé en fonction des pulsations :

05 l
6 T ' T ' T ' T ? T —>
,_(Qé 0!/5 1.0 1.5 2.0 2.5 3l0 3.5 4.0 4,5 5.0 5.5

peut étre celui de :

(a) f(z)::sh(z)%—ﬁn(Qm)+—%shﬂ3z) (c)iﬂz)::2codx)—FcoﬂQm)—Fshﬁ2x)+—%coﬂ3z)
(b) g(x) = 2cos(2zx) + sin(4z) + %COS(G,T) (d) k(z) = cos(z) + sin(x) + sin(2x) + %COS(?),T)
Q3 A% F
a)
b)
¢)
Q
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Tout document et appareil électronique est interdit
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la

rédaction et a la présentation.

Exercice 1 Chapitre 4 : Produit de convolution
1. Soit f(t) = e~ 2'U(t). Calculer :

(a) fxU(t). (b) fx f(D).

2. Soit f et g sont définies par leur représentation graphique ci-dessous.

A A
2 A 2 A

1

12 —2 -1 ¢ 1
Graphe de f(x) Graphe de g(x)

Le graphe ci-dessous correspond-il & f x g(¢) ? Répondre par vrai ou faux en justifiant.

A

_ LI

-2 -1 1 2

3. Soient f et g les signaux définies par leur représentation graphique :

Tracer sur le graphe ci-dessous, sans justifier, la courbe de f x g :
A
4

3

P
Y
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Exercice 2 Chapitre 7 : Equations différentielles
Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses sans justifier en complétant le tableau ci-dessous.
-0.5pt par réponse fausse

Vrai | Faux

Q1 (a)
Q1 (b)
Q1 ()
Q1 (d)

d

On considere les équations différentielles suivantes :

y'(t) — 6y'(t) + 9y(t) = ™ (E)

y"(t) = 6y'(t) + 9y(t) = 0 (H)
Les solutions de (H) sont de la forme y(t) = Ae™! + Be™! avec rq et 72 les solutions de 72 — 67 +9 = 0
La fonction y(t) = (2t + 3)e3 est une solution de (H)

L’équation différentielle (E) a une unique solution qui est y(t) = t%e3!

=W o=

L’unique solution de Iéquation différentielle (E) vérifiant de plus y(0) = 1 et y/(0) = 1 est y(t) = (1> — 2t +
1)e3t

5. 1l existe des solutions de (E) ayant pour limite 0 en +oo

Exercice 3 Chapitre 6 : Transformée de Fourier
Dans le graphique ci-dessous est représentée la transformée de Fourierd’une certaine fonction f.

2.0 A
1.5 1

1.0

ey
p—— —— \o T —— T

2.0 -1.5 —-1.0 —-0.5 0.5 1.0 1.5
~0.5

Quelle est la représentation graphique de la transformée de Fourier de la fonction g(x) = f(2z) ? Justifiez votre
réponse.

A
1.0 4
2.0 —1.5 —1.0 —0.5 0.5 1.0 1.5
2 7051
2.0 —-1.5 —1.0 —0.5 0,5 1.0 1.5
1. 7051
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1.0

0.5 1

2.0 -1.5 —1.0 —-0.5 0.5 1.0 1.5
~0.5

Exercice 4 Chapitre 6 : Transformée de Fourier
Les questions suivantes sont indépendantes.

1. Soit la fonction f définie par :

ft) =

1.0 1

AN

a
—— =

2.0 -1.5 —-1.0 —-0.5

Tracer le graphe de f et calculer sa transformée de Fourier.

2. En utilisant 'identité de Parseval, calculer I'intégrale : I = /

Exercice 5 Chapitre 5 : Transformée en Z
Les questions suivantes sont indépendantes.

0.5 1.0 1.5

—0.5 A
-1 si —1<t<0
1 si0<t<1
0 sinon
+00 :.2
sin Q(I)dx
e X

1. Donner le domaine de convergence des transformées en Z des signaux suivants :

(a) z1(n) = —=2x (=3)"U(n), (b) x3(n) =nlU(n).

2. On consideére le signal causal z(n) donné par 2(n) = 0 pour n > 6 et :

A

3 o
2@ ]
1 @
12 4 3
Déterminer la transformée en Z de z1(n) = x(n — 2)
3. Soit y(n) un signal discret dont la transformée en Z est Y (z) = a _2221)3
Déterminer la transformée en Z de z3(n) = 2™ X y(n).
4. Soit w(n) un signal discret dont la transformée en Z est W(z) = 1 _Z;;_l.

Déterminer la transformée en Z de z4(n) = nw(n)

1
5. Calculer la transformée inverse de X;(2) = 272 — 2273 4 —27°.
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