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Mathématiques - Devoir Surveillé 3 - correction
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Tout document et appareil électronique est interdit
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliere sera portée a la rédaction et a la

présentation.

Exercice 1

1. (a) Mettre la fonction fi(t) = —4+v/3cos(2t) + 4sin(2t) sous la forme Asin(wt + ¢) avec A > 0
On note a = —4v/3 et b = 4.
On pose alors A =+Va? + 0> = /48 + 16 = 8.

On pose ensuite

Conclusion

(t) = 8sin <2t - g)

(b) Déterminer la période et 'amplitude de f;.

Amplitude = A =8
. 2w
Période =T =— =1
w

1
2. On rappelle que, pour tout réels a et b on a : sin(a)sin(b) = 3 (cos(a — b) — cos(a +b)).

A Taide de cette formule, déterminer la période de la fonction. fo(t) = sin(277t) sin(37t)
On utilise la formule pour écrire f; sous forme d’une somme :

fa(t) = % (cos(27m — 3m) — cos(27m + 3m)) = % (cos(24m) — cos(30m))

f2 est donc la somme de deux fonctions de périodes différents : 77 = 224—7; = 11—2 et Ty = 320—7; = 1—15
Donc la période de f5 est T' = ppem <11—2, %5) = %
3. Déterminer la période des fonctions suivantes :
(a) f3(t) = —2sin (%) (b) fa(t) = cos (100 (t + 0.01)) + 1
La période de f5 est T' = %r =87 La période de f; est T' = 1(2)% =5
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Exercice 2

1. Parmi les équations différentielles suivantes, dire celles qui sont homogeénes, celles qui sont linéaires,
celles qui sont d’ordre 1 et celles qui sont a coefficients constants.

(a) ty'(t) + y(t) = —10 cos(5t) (c)
(b) o'(t) x y(t) =0 (d)
Les équations suivantes sont homogénes : (b) et (d)

Les équations suivantes sont linéaires : (a), (c) et (d)

Les équations suivantes sont d’ordre 1 : (a), (b) et (c)
Les équations suivantes sont a coefficients constants : (c¢) et (d)

2. La fonction f(t) = cos(5t) — sin(5t) est-elle solution de I'équation différentielle suivante ?

y'(t) — 5y(t) = —10 cos(5t)

On calcule la dérivée de f puis on remplace dans ’équation :

f'(t) = —5sin(5t) — 5 cos(5t)

Donc
f'(t) = 5f() = —5sin(5t) — 5cos(5t) — 5(cos(5t) — sin(5t))
= —5sin(5t) — 5cos(5t) — 5 cos(5t) + 5sin(5t)
= —10cos(5t)

Donc f est solution.
3. Donner une équation différenticlle, linéaire, homogéne admettant g(t) = 3e~* comme solution.

Considérons que g est de la forme ke=r alors 7 = -

Donc g est solution de 1’équation différentielle homogéne

Ty (t)+y(t) =0< iy’(t) +y(t)=0
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Exercice 3 Résoudre les équations différentielles suivantes :

(@ e =0
y(0) =2
L’équation est homogeéne et sous forme canonique avec 7 = 3
donc les solutions sont de la forme y(t) = C'e™3 pour tout C' € R.
De plus y(0) = 2 donc Ce® = 2 donc C' = 2.
La solution est donc y(t) = 2e™3

, [y -5y =1 (B)
y(0)=1
L’équation n’est pas homogéne.
étape 1 : On commence par déterminer les solutions de ’équation homogéne associée

y'(t) —5y(t) =0« —%y’(t) +yt)=0=y,(t) =Ce” CeR

étape 2 :On cherche une solution particuliére de (E).

On pose y,(t) = ae®.

On a y)(t) = 3ae®, on veut que y, soit solution donc on remplace dans (E) :
3t 3t 3t 7
3ae” — dae” = Te <:>—2a:7<:>a:—§

Donc y,(t) = —ge?’t.

étape 3 : Les solutions de (F) sont donc les fonctions de la forme

7
y(6) = gn(t) +4p(t) = Ce” — o™ CeR
étape 4 : Calcul de C' grace a la condition initiale :

7 9

y(0)=1=Ce" —-e"=1=C ==

2 2
: : 95 T 5
Conclusion : la solution est y(t) = 3¢ ~ 5e

2
3. Bt+1)y'(t) —y(t) =0
L’équation est & coefficients non constants. On applique la méthode de résolution :

t

Bt+ 1)y (t) —y(t) =0 & Bt+1)y'(t) =y(t)

y't) 1
Ty B+l
/ 1
L vy _1 3

1
ln|y(t)|:§><ln|3t+1|—|—0 CeR

~

& yt) = ke BH LR
s y(t) = l{:eln((gtﬂ)%) keR
& yt)=k@Bt+1)? keR
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Exercice 4

1. Déterminer la parité des fonctions suivantes :
(a) fi(t) =—4
On a fi(—t) = —4 = fi(t) donc f; est paire.
(b) fat) =t° + 61° — 8t
On a fo(—t) = (—t)® + 6(—t)* — 8(—t) = —t°> — 6t° + 8t = —(t° + 6t° — 8t) = — fo(t).
Donc f; est impaire.

A
2 |

b
—>

-3 -2 -1 1 2 3 4

(c)
La courbe n’est pas symétrique par rapport a ’axe des ordonnées, donc la fonction n’est pas
paire.

La courbe n’est pas symétrique par rapport a l'origine, donc la fonction n’est pas impaire.

2. Tracer sur l'intervalle [—6, 6] la fonction f, définie sur R et vérifiant toutes les propriétés suivantes :

f(t) =35t —2sur [0,3]
f est impaire

f est 6-périodique

Exercice 5

1. Les deux fonctions représentées ci-dessous sont de la forme f(t) = Asin(wt + ¢) + C. Déterminer
dans chaque cas les valeurs de A, w, g et C

1
Amplitude de f = i(Ma:c — Min) =2

2
Période de f : T'= 0,5 donc pulsasion de f=: w = T

T
C =0Offset = Valeur moyenne de f=-0,5.

At =0 donc p =0

Donc f(t) = 2sin(4nt) — %
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2..

0.04 .08 12

1
Amplitude de f = i(Max — Min) =1,5

2
Période de f : T'= 0,1 donc pulsasion de f=: w = % = 20m.
C' =0ffset = Valeur moyenne de f=0.
2
At = —0,02 donc ¢ = wAt = —0,02 % 207 = —T

2
Donc f(t) =1, 5sin (207rt — 57?)

2. On a représenté la fonction f(t) = 2 cos(27t) sur chacun des graphes ci-dessous. Représenter alors
sur chaque graphiqe f; et f5 :

1 1
W) fi0) = 31 (1)1 ) 20 =1 (1)
On divise I'amplitude par 2 La période est multipliée par 2

puis on fait un offset de -1 :

A A
2

3. Sur le graphe ci-dessous on a représenté une fonction g de période 8. On pose f3(t) = f(t +a) + b.
Déterminer a et b pour que f3 soit impaire puis la représenter sur le graphe.
On pose b = —0,5 pour avoir une valeur moyenne nulle
et a = +1 pour avancer la courbe de 1.
On obtient la courbe en rouge qui est symétrique par rapport a ’origine.

1'\\

d -3 | -2 | kg 5

Y
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